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PRÉFACE. 

L E s connoissances que nous avons exposées dans 
les deux volumes précédents , servent de base à 
toutes les parties des Mathématiques ; et la méthode 
que nous avons suivie pour les présenter , peut 
servir à passer à des vérités plus composées. Mais 
en réfléchissant sur cette méthode , on a pu re- 
marquer que le nombre des propositions qu’on est 
obligé de se rappeller pour l’intelligence d’un? pro- 
position nouvelle , s’accroît à mesure que celle-ci 
s’éloigne de l’origine de la chaîne qui les lie les 
unes aux autres. 

Cette maniéré de procéder à la démonstration 
ou à la recherche des vérités mathématiques , est 
sans doute lumineuse ; mais elle devient de plus 
en plus pénible , à mesure que ces vérités s’éloi- 
gnent davantage des connoissances primitives : 
elle a d’ailleurs l’inconvénient d’exiger de la 
part de l’esprit de nouvelles ressources , de nou- 
veaux expédients , à mesure qu’on passe à de 
nouveaux objets. 

Cependant , quelque différents que soient les 
objets des recherches Mathématiques , les rai- 
sonnements et les opérations qu’ils exigent , ont 
des parties communes qu’on peut ramener à des 
réglés générales , à l’aide desquelles on peut sou- 
lager l’esprit d’une grande partie des efforts que 
chaque nouvelle question sembleroit exiger. La 
méthode qu’on appelle Analyse , est celle qui 
enseigne à trouver ces réglés ; et l’instrument 
qu’elle emploie pçur y parvenir s’appelle Y Al- 
gèbre. 

L’Algebre , ou l’art de représenter par des signes 
généraux toutes les idées qu’on peut se former 
relativement aux quantités , est , à propre- 
ment parler , une langue en laquelle nous tra- 
duisons d’abord certaines idées connues ; puis. 
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par des regle% constantes , nous combinons^ ces 
idées à l’aide des caractères de cette langue ; et 
enfin , interprétant les résultats de ces combi- 
naisons , nous en concluons des vérités que toute 
autre maniéré de procéder aurait rendues d’un 
accès très-difficile , et auxquelles même il se- 
roit souvent impossible d’atteindre par une autre 
voie. 

Les avantages principaux qu’on peut retirer de 
cette science „ sont donc de se faciliter l’intelli- 
gence et la découverte des vérités mathématiques r 
et de se procurer des moyens faciles et des réglés 
générales pour résoudre toutes les questions qu’on 
peut proposer sur les quantités. 

Les méthodes de l’Algebre ne nous étoient point 
nécessaires dans les volumes précédents , où les 
objets étoient simples ; mais la synthèse que nous 
y avons employée , ne peut nous procurer les’ 
mêmes facilités pour traiter ceux qui nous restent 
à parcourir. D’ailleurs , une des choses qu’on doit 
avoir en vue dans l’étude des Mathématiques , 
c’est moins d’accumuler un grand nombre de 
propositions , que d’acquérir l’esprit de recherche 
et d’invention , qui seul peut faire mettre à profit 
les connoissances que l’on a acquises ; or , la ma- 
niéré de procéder en Algèbre , tend directement à 
ce but. 

L’objet principal que nous nous proposons , en 
donnant l’Algebre dans ce volume-ci , est de 
nous mettre en état de traiter , dans le suivant , 
la Mécanique , d’une maniéré facile et utile. 
Mais , pour tirer de l’Algebre les avantages 
qu’elle peut procurer , il faut s’être rendu fami- 
lier l’usage des différentes opérations qu’elle en- 
seigne , et s’être accoutumé à interpréter les 
phrases de cette langue ; c’est pour cette raison 
que nous avons renfermé dans ce même volume 
plusieurs applications de l’Algebre à l’Arithmé- 
tique et à la Géométrie. Nous nous étions pro- 
posé d’y faire entier encore une autre branche 
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de l’Analyse , celle qui regarde les quantités con- 
sidérées comme variables , ou du moins , d’en 
donner ce qui nous seroit nécessaire pour quel- 
ques applications utiles à la Mécanique ; mai* 
une espece de nécessité de conserver à cette 
troisième partie le même caractère d’impression , 
qu’aux deux premières , ne nous permet pas 
d’exécuter ce projet pour le moment , sans passer 
de justes bornes. 

Les différentes méthodes qu’on a suivies jus- 
qu’ici pour exposer les principes de PAlgebre , 
se réduisent à deux principales. La première con- 
siste à donner les réglés des quatre opérations fon- 
damentales , et celles qui conduisent à la résolu- 
tion des équations du premier degré , par une 
voie qu’on peut regarder comme synthétique. La 
Seconde , qui est purement analytique , conduit à 
trouver ces réglés , en proposant des questions 
dont la résolution exige certaines opérations et 
certains raisonnements , que par un examen pos- 
térieur , on trouve revenir les mêmes dans toutes 
les questions , et que par conséquent on érige en 
réglés générales. Cette derniere méthode sembîe- 
roit d’abord préférable à la première , en ce qu’elle 
paroît devoir flatter l’amour-propre des commen- 
çants , et irriter leur curiosité. Mais si l’on fait 
réflexion qu’alors l’attention est nécessairement par- 
tagée entre trois objets ; savoir , l’état de la ques- 
tion , les raisonnements pour l’exprimer algébri- 
quement , et les opérations qu’il faut faire à 
l’aide de signes dont la signification échappe d’au- 
tant plus aisément qu’on est encore moins exercé 
à représenter ses idées d’une maniéré abstraite , 
il me semble qu’on doutera que cette méthode 
soit la meilleure dans les commencements pour 
le plus grand nombre de lecteurs. Ne produiroit- 
ü» elle pas au contraire un effet tout opposé à celui 
que quelques-uns lui attribuent ? les raisonnements 
«fu’elle exige , quoique simples dans les rommen- 
* ernents, où sans doute on no traite que de ques- 
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lions simples , ces raisonnements , dis-je , devant 
être tirés du fonds même de celui qui opéré , ne 
l’humilieront-ils pas lorsqu’ils ne se présenteront 
pas à lui ? La méthode d’invention suppose tou- 
jours une certaine finesse ; c’est celle qu’ont dû 
suivre les inventeurs, et par conséquent celle des 
hommes de génie ; or , ceux-ci ne sont certaine- 
ment pas le plus grand nombre. 

Ce sont ces considérations qui nous ont déter- 
minés à suivre la première méthode pour l’expo- 
sition des réglés fondamentales ; mais comme un 
des objets que nous nous proposons , est de faire 
acquérir au lecteur cette méthode d’invention , 
nous n’avons suivi la première , que jusqu’où il 
nous a paru nécessaire de le faire , pour que le dé- 
faut d’habitude des signes algébriques , ne fût plus 
un obstacle à l’intelligence de ce que nous aurions 
à présenter. 

Nous ne dirons rien de la maniéré dont les 
• choses sont traitées ; ce n’est plus à nous à la ju- 
ger. Mais nous croyons pouvoir nous arrêter un 
moment sur quelques-unes des matières que nous 
avons considérées ; elles sont de deux sortes : les 
unes élémentaires ; les autres , au moins pour la 
plus grande partie , supposent qu’on s’est rendu les 
premières très-familieres. Pour les unes et pour 
les autres , nous avons fait en sorte de ne rien 
omettre de ce qui peut être utile. Nous avons 
distingué celles de la seconde sorte , par de petits 
caractères : quelques notes répandues dans l’ou- 
vrage , et qui appartiennent à la partie élémentaire , 
sont , à la vérité , du même caractère , mais elles 
sont distinguées par une étoile. Parmi les objets 
compris sous le petit caractère , nous avons ren- 
fermé , entr’autres choses , i°. le Précis d’une 
méthode qu’on trouvera avec plus d’étendue dans 
les Mémoires de l’Académie des Sciences , pour 
l’année 1764 , et qui a pour objet l’élimination 
des inconnues dans les équations. C’est une partie 
de l’Algebce , sm laquelle il y a encore bien des 
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choses à faire (i) , et qui importe d'autant plus à la 
perfection de cette science , que la fésolution gé- 
nérale des équations en dépend absolument- 
a°, Une méthode pour la résolution des équations. 
Nous ne dirons rien des tentatives qui ont été 
faites sur cette matière depuis la naissance de 
l’Analyse. Nous remarquerons seulement que , 
jusqu’à nos jours , on n’a pas passé le quatrième 
degré ; on n’a pas même eu une . méthode uni- 
forme pour les degrés qu’on sait résoudre. On 
trouve , à la vérité , dans l’Analyse démontrée du 
P. Reyneau , une méthode que l’on y donne 
comme générale , et qui est due à M. Tschirnaüs, 
qui la publia dans les Actes de Leipsick ; mais 
indépendamment des calculs rebutants et superflus 
auxquels elle entraîne , elle ne réussit pour le 
quatrième degré que par une modification de la 
réglé ; et quelques réflexions sur la forme que 
doivent nécessairement avoir les racines des équa- 
tions des degrés supérieurs , font bientôt voir 
qu’elle ne réussiroit point passé le quatrième 
degré. Les bornes que les matières plus néces- 
saires à notre objet m’ont forcé de donner à l’ex- 
position de la méthode que je propose , m’ont 
empêché d’entrer dans, quelques détails sur son 
application au cinquième degré et aux degrés su- 
périeurs. Je m’étois même proposé de ne rien 
publier sur ce sujet , que lorsque , libre d’autres 
-occupations , j’aurois pu y donner la perfection 
dont je le croyois susceptible ; mais M. Eulec 
ayant publié dans le tome IX des nouv. Comment . 
de Petersbourg , qui vient de paroître , une mé- • 
thode sur la même matière , je donne ici les 
choses telles que je les ai trouvées d’abord , c’est- 
à-dire , sur la fin de 1761. Au reste, on trouvera 
plus de détails dans les Mémoires de l’Acadé- 

(1) Depuis la première Edition de cet Ouvrage, cette partie 
de-J’Algèbre ne nous paroît plus laisser les mêmes choses à 
désirer. Voyez l'Ouvrage qui a pour titre : Thèo'ie général^ des 
Equations , que cou» avons publié en 4773. 
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mie ; on trouvera entr’autres choses , une mé- 
thode pour les équations dont le degré est marqué 
par un nombre composé ; cette méthode simplifie le 
travail dans ces cas : nous aurions pu l’employer 
ici pour le quatrième degré ; mais dans le dessein 
où nous étions de faire voir ce que l’on pouvoit 
présumer de l’application de notre méthode , aux 
degrés supérieurs, nous avons préféré d’observer 
l’uniformité . r 

Sous le même caractère d’impression sont en- 
core compris beaucoup d’autres objets que nous 
avons cru devoir traiter , pour ne pas obliger de 
recourir ailleurs. 

Dans la seconde Section , nous nous sommes 
attachés à faire voir la maniéré d’appliquer l’ Al- 
gèbre , d’en traduire les résultats , de les exprimer 
par lignes. Nous avons tâché de faire bien entendre 
comment l’Algebre comprend , dans une même 
équation , tous les différents cas d’une question ; ce 
que signifient les différentes racines , positives , né- 
gatives , réelles ou imaginaires. 

La connoissance des principales propriétés des 
sections coniques , nous a paru devoir entrer dans 
notre plan , quelques-unes de ces courbes se ren- 
contrant assez souvent dans l’Architecture Navale. 
Enfin , leur usage pour la construction des équa- 
tions nous y a encore déterminés. Nous avons fait 
en sorte de présenter ces objets , et plusieurs au- 
tres qu’on trouvera dans le cours de l’Ouvrage , 
de maniéré qu’ils devinssent le germe de connois- 
6ances plus étendues pour ceux qui désireront le* 
acquérir. 
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Dans laquelle on donne les principes du calcul 
des quantités Algébriques. 

I. X * E but de la Science qu’on appelle Algèbre , 
est de donner les moyens de ramener à des règles 
générales la résolution de toutes les questions qu’on 
peut proposer sur les quantités. 

Ces règles, pour être générales, ne doivent pas 
dépendre des valeurs particulières des quantités que 
l’on considère , mais bien de la nature de chaque 
question, et doivent être toujours les mêmes pou* 
toutes les questions d’une même espèce. 

Il suit de là que l’Algèbre ne doit point se borne» 
à employer , pour représenter les quantités , les 
mêmes caractères ou les mêmes signes que l’Arith- 
métique. En effet, lorsque par les règles de celle- 
ci , on est parvenu à un résultat , rien ne retrace. 
Marine. Algèbre A 
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2 Cours 

plus à l’esprit la route qui y a conduit. Qu'une ou 
plusieurs opérations arithmétiques m’aient donné 
12 pour résultat , je ne vois rien dans 12 quim’in- 
dique si ce nombre est venu de la multiplication 
de 3 par 4 , ou de 2 par 6 , ou de l’addition de 5 
avec 7 ,ou de 2 avec io, ou, en général, de toute 
autre combinaison d’opérations. L’Arithmétique 
donne des règles pour trouver certains résultats ; 
mais cesrésultatsnepeuventpas fournirdes règles: 
l’Algebre doit remplir ces deux objets ; et pour y 
parvenir, elle représente les quantités par des signes 
généraux ( ce sont les lettres de l’alphabet ) qui 
n’ayant aucune relation plus particulière avec un 
nombre qu’avec tout outre , ne représentent que 
ce qu’on veut ou ce que l’on convient de leur faire 
représenter. Ces signes toujours présens aux yeux 
dans toute la suite d’un calcul , conservent , pour 
ainsi dire , l’empreinte des opérations par lesquel- 
les ils passent, ou du moins ils offrent dans les ré- 
sultats de ces opérations , des traces de la route 
qu’on doit tenir pour arriver au même but par les 
moyens les plus simples. Nous ne nous attachons 
point ici à développer davantage cette légère idée 
que nous donnons de l’Algèbre ; la suite de cet 
quvrage y est destinée. 

Non-seulement on représente , en Algèbre , les 
quantités , par des signes généraux : on y repré- 
sente aussi leur manière d’être les unes à l’égard 
des autres , et les différentes opérations qu’on a 
dessein de faire silr elles : en un mot , tout est re- 
présentation ; et lorsqu’on dit qu’on fait une opé- 
ration , c'est une nouvelle forme qu’on donne à 
une quantité. A mesure que nous avancerons , 
nous ferons connoître ces différentes manières de 
représenter ce qui a rapport aux quantités. 
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Des Opérations fondamentales sur les quantités 
considérées généralement. 

) 

2. On fait, en Algèbre, sur les quantite’s repré-, 
sentées par des lettres , des opérations analogues à 
celles qu'on fait en Arithmétique sur les nombres; 
c est-à-dire , qu’on les ajoute, on les soustrait, on 
les multiplie , on les divise, etc. mais ces opéra- 
tions différent de celles de l’Arithmétique , en ce 
que leurs résultats ne sont souvent que des indica- 
tions d'opérations arithmétiques. 

De l Addition et de la Soustraction. 


3 . L’addition des quantités semblables n’abesoin 
d aucune règle ; il est évident que pour ajouter 
une quantité représentée par a, avec la môme 
quantités, il faut écrire 2 a. Pour ajouter 2 a 
avec 3 a , il faut écrire 5 a , et ainsi de suite. 

Quant aux quantités dissemblables, et qu’on 
représente toujours par des lettres différentes , on 
ne fait qu’indiquer cette addition ; et cela s’indique 
par le moyen de ce signe h- , qui se prononce plus.. 


Ainsi, si l’on veut ajouter une quantité représentée par a, 
avec une autre représentée paré, on ne peut faire autre 
chose qu écrire a+ b; en sorte qu’on ne connoît véritable- 
ment le résultat , que quand on connoît les valeurs par- 
ticulières des quantités représentées par a et par b ; si a 
vaut 5 , et b 12 , a+-é vaudra 17. 

Pareillement, pour ajouter.. 5 a -b 3 b 


avec 

et 

on écrira 


6 <1 + 3 b *+* 9 a 


9 (!•+ 2 c 
9b+3d 
if + qi + 1 j 


et rassemblant les quantités 

semblables , on aura 14 « + 12 b + 2 t ri- 3 

A 3. 
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4. Il y a les mêmes choses à dire sur la sous- 
traction que sur l’addition. Si les quantités sont 
semblables , on n’a besoin d’aucune règle : il est 
évident que si de 5 a , on veut retrancher 2 a , il 
reste 3 a. 

Mais si les quantités sont dissemblables , on ne 

F eut qu’indiquer la soustraction ; cela s’indique à 
aide de ce signe — , qu’on prononce en disant 
moins. Ainsi si l’on a b a retrancher de a, on 

écrira a b. Pour retrancher 3 b de 5 a , on 

écrira 5 a— —6b. Pour retrancher Sa+^b , de 9 a 

+ 6ê, on écrira ça-féè 5a 4 ^ ■> et faisant 

déduction des quantités semblables ( ce qu’on 
appelle faire la réduction ), on a pour reste 4 Æ 
+ 2 b. Enfin pour retrancher 5 a + 3b + 4c de 

6a + 4 b' +4 d , on écrira 6a + 4 b + 4 d 5 a 

3 b — — 4c, et en réduisant, on aura a + b 

-}- 4 d — 4 c. 

5. Un nombre qui précède une lettre , s’appelle 
le coefficient de cette lettre ; ainsi dans 3 5,3 est 
le coefficient de b. Lorsqu’une lettre doit avoir x 
pour coefficient , on ne met point ce coefficient : 
ainsi lorsque de 3 'a on retranche 2 a , il reste 1 a: 
on écrit seulement a. Il faut donc bien se garder 
de croire que le coefficient d'une lettre, lorsqu’il ne 
paroîl point soit zéro; il est alors l’unité ou 1. 

6. Il importe peu dans quel ordre on écrive les 
quantités qu’on ajoute ou qu’on retranche ; si l’ona 
,1 à ajouter avec 5 , on peut indifféremment écrire 
a -b b ou b a ; et pour retrancher b de a , on 
peut écrire également a — b ou — b “fi- a. Mais * 
comme on prononce plus aisément les lettres , 
dans "Tordre alphabétique que dans tout autre, 
nous suivrons cet ordre autant que nous le pourrons. 
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7. Remarquons encore que lorsqu’une quantité 
n’a point de signe, elle est censée avoir le signe -f-î 
a est la même chose que + a. On est dans l’usage 
de supprimer le signe , dans la quantité qu’on écrit 
la première , lorsque cette quantité doit avoir 
le signe -f-; mais si ellc-devoit avoir le signe — t 
il ne faudroit pas l’omettre. 

8. Lorsqu après une opération, on procède à 
la réduction , il peut arriver que l’on ait line 
quantité à retrancher d’une autre plus petite : 
alors on retranche la plus petite , de la plus 
grande, et on donne au reste, le signe delà 
plus grande. Par exemple , si après avoir ajouté 
2 a 3 b , avec 5 a — yb , on veut, réduire le 
résultat 2a -f- 3b + Sa — yb , on écrira y a — 4 b\ 
en retranchant 3 b de y b , et donnant au reste 46, 
le signe qu'avoit yb. En effet le signe — de 
y b dans la quantité 5 a — yb , indique que yb doit 
être retranché ; mais si l’on vient à augmenter 
5 a — yb de : la quantité 2a + %b , il est visible 
que les 3 b qu’on ajoute , diminuent d’autant la 
soustraction qu’on avoit à faire ; il ne doit donc 
plus y avoir que 4 b à retrancher ; il faut donc 
qu’il y ait — 4 b dans lç résultat, De-là nous 
conclurons cette règle générale. L’addition des 
quantités algébriques se fait en écrivant leurs parties 
à la suite les unes des autres avec leurs signes tels 
qu’ils sont, : on réduit ensuite les quantités sembla- 
bles , à une seule , en rassemblant d'une part toutes 
celles qui ont le signe + , et d'une autre part , toutes 
celles qui ont le signe — ; enfin on retranche le plus 
petit résultat du plus grand , et on donne au reste , 
le signe qu’avoit le plus grand. 


A 3 
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A la suite de 6 a — 3 £-f-, 4c j écris 5 a + 6 b 

— — 6 c, qui est la seconde quantité, dans laquell® 
on a changé les signes; et j’ai 6 a — ' 6 b q- 4 c 
• 6 a + 6 b 6 c , et en réduisant , a + zb 

— 2c pour reste. 

Pour rendre raison de cette règle , prenons un 
exemple plus simple. Supposons que de a on 
veuille retrancher b ; il est évident qu’on doit écrire 
a — b ; mais si de a on vouloit retrancher b — c , 
je dis qu’il faut écrire a — b + c ; en effet il est ( 
clair qu’ici ce n’est pas b tout entier qu’il s’agit dè 
retrancher , mais seulement b diminué de c; si donc 
on retranche d’abord b tout entier en écrivant 
a — b , il faut ensuite , pour compenser , ajouter 
•ce qu’on a ôté de trop ; il faut donc ajouter c , il 
faut donc écrire a — b c , c’est-à-dire , qu’il 
faut changer les signes de tous les termes de la 
quantité qu’on doit soustraire. 

Dans les nombres, cette attention n’est pas néces- 
saire , parce que si l’on avoit 8 — 8 , par exem- 
ple, à retrancher de 12 ,on commenceroit par dimi- 
nuer 8 de 3 , ce qui donneroit 6 qu’on retranche- 
roit de 1 2 , et on auroit 7 pour reste ; mais on voit 
aussi qu’on pourroit retrancher d’abord 8 de 12 ; 
et au reste 4 ajouter 3 , ce qui donneroit égale- 
ment 7 ; or c’est ce dernier parti qu’on prend et 
qu’il faut nécessairement prendre en Algèbre , 
parce qu’on ne peut faire la réduction prélimi- 
naire comme sur les nombres. 

12. Les quantités précédées du signe -f- , se 
nomment quantités positives ; et celles qui sont pré- 
cédées du signe — ,senomment quantités négatives. 
Nous entrerons par la suite , dans quelque détail 
sur la nature et les usages de ces quantités considé- 
rées séparément l’une de l’autre. 

A4 
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De la Multiplication. 

1 3 . La multiplication algébrique exige quelques 
Considérations qui lui sont particulières , et qui 
n’ont pas lieu dans la multiplication arithmétique. 
Indépendamment des quantités , il y a encore les 
signes à considérer. 

Au reste , à ne considérer que les valeurs numé- 
riques des quantités représentées par lesleltres, on 
doit se former de la multiplication algébrique la 
même idée que de la multiplication arithmétique: 
( Arith . 40) ainsi multiplier a par b , c’est pren- 
dre la quantité représentée par a , autant de fois 
qu’il y a d’unitos dans la quantité représentée paré. 

14. Mais comme l’objet est ici de faire ou de 
représenter la multiplication indépendamment des 
valeurs numériques des quantités , il faut convenir 
des signes par lesquels nous indiquerons cette 
Multiplication. 

' On fait souvent usage de ce signe X , qui sig- 
nifie multiplie par ; en sorte que a X b signifie a 
multiplié par b , ou que l’on doit multiplier a 
par b. 

1 On fait aussi usage du point , que l’on 
interpose entre les deux quantités qu’on doit mul- 
tiplier;, en sorte que a.beta x b signifient la même 
chose. • - 

Enfin , on indique encore la multiplication ( du 
moins entre les quantités monomes) en ne mettant 
aucun signe entre le multiplicande et le multipli- 
cateur; ainsi a x b , a. b , a b sont trois expres- 
sions dont chacune désigne qu on doit multiplier a 
par b. Cette dernière est la plus usitée. 
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1 5 . Pour multiplier a b par c , on écrira donc 
abc. Pour multiplier a b par cd, on écrira abcd , 
et ainsi de suite : il importe peu d’ailleurs dans 
quel ordre ces lettres soient écrites , parce que 
( Arith . 44) le produit est toujours le même dans 
quelque ordre qu’on multiplie. 

16. Lors donc^qua l’avenir nous rencontrerons 

une quantité comme a b , ou, a b c, ou abcd , etc. 
dans laquelle plusieurs lettres se trouveront écrites 
de suite sans aucun signe , nous en conclurons 
que cette quantité représente le produit de la 
multiplication successive de chacune des lettres 
qui la composent. • ~ 

17. Nous avons nommé (Arith. 42)facteur d’un 
produit , tout nombre qui , par la multiplication , 
a concouru à former ce produit ; ainsi dans a b , 
a ex. b sont les facteurs ; dans a b c , les facteurs 
sont a , b , c , et ainsi de suite. 

18. Il suit la réglé que nous venons de donner 
( i 5 ) , que le produit de la multiplication, de plu- 
sieurs quantités algébriques monomes ,doit renfermer 
toutes les lettres qui se trouvent tant dans le multi- 
plicande que dans le multiplicateur. 

Cela posé , si les quantités qu’ou doit multi- 
plier , étoient composées de la même lettre , 
cette lettre se trouveroit dune écrite dans le pro- 
duit autant de fois qu'elle l’est dans tous les fac- 
teurs ensemble , quel que soit le nombre des 
quantités qu’on ait à multiplier : ainsi a multiplié 
par a donneroit a a ; a a multiplié par a a a, don- 
neroil aaaaa \ a a multiplié par a a a et multiplié 
encore par a , donneroit a a a a a a. 
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19. Dans ce cas, on est convenu de n’écriie cette 
lettre qu’une seule fois : mais de marquer, par un 
chiffre qu’on appelle Exposant , et qu’on place sur 
la droite et un peu au dessus de la lettre , combien 
de fois cette lettre est facteur, ou combien de fois 
elle doit être écrite. 

Au lieu de a a , on écrira don* a 1 -, au lieu de a a a t on 
écrira 0 5 ; au lieu dç a a a a a , on écrira a 5 , et ainsi des 
autres. 

Souvenons-nous donc à l’avenir , que F exposant 
d'une lettre , marque combien de fois cette lettre est 
facteur dans un produit. 

Dans a 5 b 1 c il y a trois facteurs de valeur différente , 
savoir a , b ,c : mais , de ces lettres , la première est fac- 
teur trois fois ; la seconde , deux fois ; et la troisième , 
une fois : en effet a 1 b* c équivaut à a a a b b c. 

1 9. H fautdonc bien se garder de confondre l’expo- 
sant avec le coefficient; de confondre , par exem- 
ple, a 1 avec 2 a, a 1 avec 3 a : dans 2 a , le coef- 
ficient 2 marque que a est ajouté avec a , c’est-à- 
êire, que 2 a équivaut à a •+- a ; mais dans a*, l’ex- 
posant 2 marque que la lettre a devroit être écrite 
deux fois de suite sans aucun signe ; quelle est 
multipliée par elle-même, ou enfin quelle est fac- 
teur deux fois ; c’est-à-dire , que a équivaut à a 
X a ; en sorte que si a vaut 5 , par exemple , 2 a 
vaut 10 ; mais a* vaut 2 5 . 

« 

20. On voit donc que pour multiplier deux 
quantités monomes qui aur oient des lettres communes , 
on peut abréger l’opération , en ajoutant tout de suite 
les exposons des lettres semblables du multiplicande 
et du multiplicateur. 
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Ainsi pour multiplier a 5 par j’écris a’, c’est-â-dire . 

S ue j'écris la lettre a en lui donnant pour exposant , les 
eux exposans 5 et 3 réunis. De même pour multiplier 
« J b 1 e par a* b s c d, j’écris n 7 b* c % d , en écrivant d’a- 
borrl toutes les lettres différentes a b cd , et dormant 
ensuite à la première pour exposant 7 qui est la somma 
des exposans 3 et 4; â la seconde , 5 qui est la somme des 
deux exposans a et 3 ; et à la troisième, 2 qui estlasomme 
des deux exposans 1 et 1 ; car quoique l’exposant de c ne 
soit pas marqué , on doit néanmoins sous-entendre qu’il 
est 1 , puisque c est facteur une fois. 

Donc toute lettre dont l'exposant n’est point écrit, 
est censée avoir 1 pour exposant ; et réciproquement, 
toutes les fois qu’une lettre devra avoir 1 pour exposant-, 
on peut :e dispenser d’écrire cet exposant. 

Telle est la règle pour les lettres, dans les quan- 
tités monomes. 

• t ** [ ' i 

2 1. Quand les quantités monomes sont précédées 
d’un chiffrç , cesr-à-dire , d’un coefficient , il faut 
commencer la multiplication par ce coefficient, et 
cette multiplication se fait suivant les règles de 
l’Arithmétique. % 

Ainsi pour multiplier 5 a par 3 b ; je multiplie d’abord 
6 par 3 , puis a par b , et je trouve 1 b ab pour produit. 
Pareillement, si j’ai 12 a 5 b * à multiplier par 9 a 4 b * , j’au- 
rai 108 a 7 b<. 

Nous avons dit en Arithmétique, qu’une quan- 
tité étoit élevée à la première , seconde , troi- 
sième , etc. puissance , ou au premier , second, 
troisième degré , selon quelle étoit facteur 1 , 2 , 3 , 
etc. fois ; donc unè lettre qui a pour exposant 1 , 
ou 2 , ou 3 , ou 4 , etc. est censée élevée à la 
première , ou à la seconde , ou à la troisième 

Ï missance ; ainsi a' est la seconde puissance ou 
e quarré de a ; a f est le cube ou la troisième 
puissance de a , et ainsi de suite. 
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22. Ces principes ^osés , venons à la multi- 
plication des quantités complexes. Il faut , pour 
cette multiplication, suivre le même procédé qu’on 
suit en Arithmétique pour les nombres qui ont plu- 
sieurs chiffres , c’est-à-dire , qu’il faut multiplier 
successivement chacun des termes du multiplicande, 
par chacun des termes du multiplicateur , et cela 
en observant les règles que nous venons de donner 
■jpour les monomes. On n’estpoint assujetti, comme 
en Arithmétique , à opérer en allant de droite à 
à gauche, plutôt que de gauche à droite; cela est 
indifférent; nous prendrons même ce dernier parti 
qui est le plus en usage. 

Exemple I. 

On propose de multiplier a +, b. 
par c 

Produit ac -f *bc. 

i°. Je multiplie q par c, ce qui (i 5 ) me donne 
ne. 2°. Je multiplie b par c , ce qui me donne 
le; j’âjoute ce second produit au premier en les 
unissant par le signe +, et j’ai ac + bc pour 
produit total. 

S’il y avoit un second terme au multiplicateur, 
je multiplierois actuellement par ce second terme, 
et j’ajouterois ce second produit au premier. 

Exemple IL- 

Si j’avois. . . . *. a + b 

à multiplier par. . c + d 

Produit. . . ac-\-bc-\-ad-±-bd. 

Après avoir multiplié a et b par c , ce qui donne 
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ne + b c, je multiplierois aussi a et b par d , ce 
qui me donneroit ad-\~b d qui joint au premier 
produit , donne ad~hbc~\~ad + bd. En effet , 
multiplier a -h b par c 4- d , c’est prendre non- 
seulement a , mais encore b , autant de fois qu’il 
y a d’unités dans la totalité de cH-d, c’est-à-dire, 
autant de fois qu’il y a d’unités dans c, plus autant 
de fois qu’il y a d’unités dans d. 

Exemple III. 

On propose de multiplier a b 

par c 

Produit. . . . ac bc 

Après avoir multiplié a par c , ce qui donne 
ne, je multiplie b par c, ce qui donne b c, mais 
au Heu d’ajouter ce dernier produit au premier, 
je l’en retranche , parce qu’ici ce n’est point la 
somme des deux quantités a et b qu’il s’agit de 
multiplier , mais seulement leur différence , 
puisque a — b signifie qu’on doit retrancher b 
de. a ; or si l’on multiplie a tout entier , ainsi 
qu’on le fait par la première opération, il est 
visible qu’on y multiplie de trop la quantité b 
dont a devoit être diminué ; il faut donc ôter de 
ce produit , la quantité b multipliée par c , c’est- 
à-dire , ôter b c. 

Dans les nombres , cette attention n’est pas 
nécessaire , parce qu’avant de faire la multiplica- 
tion , on feroit la soustraction qui est indiquée ici 
dans le multiplicande. Si l’on avoit, par exemple, 
8 — 3 à multiplier par 4 , on réduiroit tout de 
suite le multiplicande 8 — 3 à 5 que l’on multf- 
plieroit ensuite par 4, Mais on voit aussi qu’o* 
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viendrait egalement au même résultat en mul- 
lipliant d’abord 8 par 4 , ce qui donnerait 3 z ; 
puis 3 par 4 , ce qui donnerait 1 2 ; et retran- 
chant ce dernier produit du premier , on aurait 
20 comme par la première voie; or cette seconde 
maniéré, qu'il serait peut-être ridicule d’employer 
pour les nombres , devient indispensable pour les 
quantités littérales , puisque dans celles-ci la sous- 
traction préliminaire ne peut avoir lieu. 

Exemple IV. 

On propose de multiplier a — b 
par c — d 

Produit. . . . ac — bc — ad-hbd 


On multipliera d'abord a — b par c , ce qui 
donnera ac — bc ; on multipliera ensuite a — b par 
d, ce qui donnera ad — bd; enfin on retranchera 
ce second produit ad — bd , du premier , et ( 1 1 ) 
on aura ac — bc — ad + bd pour produit total. 

En effet, puisque le multiplicateur est moindre 
que c , de la quantité d, il marque qu’il ne faut 
prendre le multiplicande qu’autant de fois qu’il y 
a d’unités dans c diminué de d; or comme on ne 
peut faire cette diminution avant la multiplication , 
on peut prendre d’abord a — b autant de fois qu’il 
y a d’unités dans c , c’est-à-dire , multiplier a— b 
par c , puis en retrancher a — b pris autant de fois 
qu’il y a d’unités dans d , c’est-à-dire , en retran- 
cher le produit de a — b par d. 

a3. Si l’on fait attention aux signes des termes 
qui composent le produit total ac — bc — ad 
+ bd, et qu’on les compare avec les signes des 
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termes du multiplicande et du multiplicateur qui 
les ont donnés , on observera i.° que le terme a, 
qui est censé avoir le signe + , étant multiplié 
par le terme c qui est censé aussi avoir le signa 
-f- , a donné pour produit a c qui est censé avoir 
le signe -f-. 

2. 9 Que le terme b qui a le signe — , étant 
multiplié par le terme c qui est qensé avoir le 
signe + , a donné pour produit bc avec le 
signe — . 

3 .° Que le terme a qui a le signe 4- , multiplié 
par le terme d, qui a le signe — , a donné pour 
produit a d avec le signe — . 

4. 0 Enfin , que le terme b qui a le signe —, 
étant multiplié par le terme d qui a aussi le signe 
• — , a donné pour produit le terme bd qui a le 
signe 4*. 

Donc , à l’avenir , nous pourrons reconnoître 
facilement dans les multiplications partielles , si 
les produits particuliers doivent être ajoutés ou 
retranchés ; il suffira pour cela d’observer les deux; 
règles suivantes que nous fournissent les observa- 
tions que nous venons de faire. 

24. Si les deux termes que l'on doit multiplier l’un 
par l'autre ont tous deux le même signe , c'est-à-dire ^ 
ou tous deux 4 - , ou tous deux — , leur produit 
aura toujours le signe ■+*. Si au contraire ils ont dijfe- 
rens signes , c'est-à-dire , l’un -{-et l’autre — , ou 
l'un — et l’autre 4 - , leur produit aura toujours le. 
signe — . 

A l’aide de ces règles, et de celles que nous 
avons données (15,20,21,22.) on est en état de faire 
toute multiplication algébrique. Mais pour pro- 
céder avec méthode , on observera d’abord larègle 
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des signes , puis celle des coëfficiens , enfin celle 

des lettres et des exposans. 

Terminons par un exemple où toutes ces règles 
soient appliquées. 


Exemple V. 


On propose de multiplier 6a 4 — za l b-\- 4 a' b» 
par.... a 1 — 4e a 6-f- a63 

6a 7 — 2a s 6-|- 4a 5 6* 

■ — 2oa e b 8a s b z — 1 6a*b s 

+xo a*b } — 4a , 6 4 +8a*6* 


Produit. . . ba 7 —22a a b-\-i2a s b‘ l — 6a 4 6 5 — l i a l b*-\- 8 a z b* 

Je multiplie successivement les trois termes 6 a 4 , — 2 a* 
b ', -{- 4(1*6* , par le premier terme a i du multiplicateur. 
Les deuxtermesô a 4 eta 5 ayant le même signe, le produit 
doit (24) avoir le signe-)-; mais (7) j’omets ce signe, parce 
qu’il appartient au premier terme du produit. Je mul- 
tiplie ensuite le coefficient 6 de a 4 par le coefficient 1 
de a* , ce qui me donne 6 ; enfin multipliant a 4 para* 
-selon la règle donnée (20) , c’est-à-dire , ajoutant les deux 
exposans 4 et 3 , j’ai a 7 ,etparconsëquent 6 a* pourproduit. 

Je passe au terme — 2 a* b ; et pour le multiplier par 
a* , je vois que les signes de ces deux quantités étant 
différons , le produit doit avoir le signe — ; je multiplie 
1 ensuite le coefficient 2 de a i b par lecoëfficient 1 de a 5 , 
et enfin a 5 b par a* , et j’ai — 2 a* b pour produit. 

'Par uq procédé semblable , le terme -j- 4 a* 6* mul- 
tipl ié par a s donnera -J- 4 * s 6 *. 

Après av®ij multiplié tous les termes du multiplicande 

S ar a* , il faut les multiplier par le second terme — 4 a 1 b 
u multiplicateur . Le terme 6 a 4 multiplié par — 40*6 
de signe différent , donnera — 20 a a b ; le terme — 2 a * 
b multiplié par — 4 a* 6 de même signe , donnera + 8a* 
6* : et le terme 4 a*6 i multiplié par — 4 o* b de signe 
différent donnera — 1 6 a*b } . 

Enfinonpassera à la multiplicationparle terme-)- 2 b*, 
et en suivant les mêmes règles, on trouvera + 10 a* b l ,— 
4 a? 6 4 , + 8 a 1 6* pour les trois produits partiels. 

Faisant 
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Faisant attention que parmi tous les différents 
produits partiels qu’on vient de trouver , il y a 
des termes semblables , c’est-à-dire , composés 
des mêmes lettres avec les mêmes exposants, on 
fera la réduction en réunissant ceux qui Ont le 
même signe et déduisant ceux qui ont des signes 
contraires, ce qui donnera enfin 5 a T — 22 a 6 b 
+ 1 -icC b — 6 a + b — 4a 1 b -f 8a* b pour produit 
total. 

2 5 . Comme il importe de se familiariser avec 
la pratique de cette réglé, nous joignons ici pour 
exercer les Commençants , une table qui renferme 
plusieurs exemples. Nous ajouterons en même- 
temps quelques remarques sur quelques-uns de 
ces exemples. 

D ans le premier , on a multiplié a -f- b qui représent® 
généralement la somme de deux quantités, par a — 6qui 
représente généralement leur différence , et l’on trouva 
pour produit a* — b 1 qui est la différence du quarré de la 
premièreau quarré de la seconde, ou la différence de» 
quarrés de ces deux quantités. On peut donc dire géné- 
ralement, que la somme de deux quantités, multipliée par 
leur différence , donne toujours , pour produit , la différence 
des quarrés de ces mêmes quantités. Que l’on prenne deux 
nombres quelconques , 5 et 3 par exemple; leur somme 
est 8 et leur différence 2, lesquelles multipliées i’une par 
l’autre donnent 16, qui est en effet la différence du quarré 
de b au quarré de 3, c’est-à-dire ,de 36 àç.Et réciproque- 
ment , la différence des quarrés de deux quantités, ptut tou- 
jours être considérée comme formée par la multiplication de la 
somme de ces deux quantités par leur différence. Ainsi la 
quantité b 1 — c 2 qui est la différence du quarré de b, 
au quarré de c, vient de la multiplication de b X c par 
Ces deux propositions nous seront utiles parlasuite. 

On peut déjà remarquer en passant , un dos usages d« 
l’Algeli re pour découvrir des vérités générales. 

Le second exemple fait voir d’une manière générale et 
simplece que nous avons dit en Arithmétique sur lacom- 
position du quarré, savoir, que le quarré de Ig somme a + h de 

Marine, Algèbre. B 
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t leux quantités , est composé du q narré a* de la première ; du 
double z ab de le première multipliée parla seconde , et du quatre 
b a de la seconde. 

Le troisième exemple confirme ce que nous avons dit 
aussi en Arithmétique sur la formation du cube. On y voit 

-f- 2 ab +6* , quarré de a + b , qui après avoir été 
multiplié par a + b , donne a -|*3 a 'b +3 a b' +6* , 
-dont le premier't^rme est le cube de a, le Second qui est 
lemême que 3a a X6,est le triple du quarré de a , mul- 
tiplié par b ; on voit de infime que 3 a b 1 est le triple da 
u multiplié par le quarré du b; et enfin b * est le cube deé. 

26 . Pour indiquer la multiplication entre deux 
quantités complexes , on est dans l'usage de ren- 
.iermer chacune de ces deux quantités entre deux 
. crochets, et d interposer entr elles l’un dessignesde 
multiplication dont nous avons parlé plus haut (14); 
quelquefois même on n’interpose aucun signe ; 
ainsi pour marquer que la totalité de la quantité 
a 1 + 3 a b + b' doit être multipliée par la 
totalité de 2 a - 4 - 3 b, on écrit ( a* -f- 3 a b + £*) 
X ( 2 a + 3 b ) QU ( a 1 -*- 2> a b b' ).(i a+ 3 b) 
ou simplement ( à 1 4 * 3 a b -q- b r ) ( 2 a 4- 3 b). 
Quelquefois nu lieu d’écrire chaque quantité entre 
doux crochets , on couvre chacune d'une barre, en 

cette manière , a’+ b a 4 + 2 a + 3 b. 

2 7. Tl y a beaucoup de cas où il est plus avan- 
k lageux d 'indiquer la multiplication que de l 'exécuter. 
-iOn nepeut donner de règles générales sur ce sujet» 

parce que cela dépend des circonstances qui don- 
‘ nentlieii à ces opérations: nous verrons par lasuite 
plusieurs de ces cas. C’est principalement pari usage 
qu’on apprend à lesdistinguer.Onpeutcependant , 
: dire assez généralement, qu’il convient de se con- 
• tenter d’indiquerles multiplications, lorsque celles- 
ci doivent être suivies de la division, parce que cette 
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'dernière opération s’exécutant souvent; ainsi qu'on 
va le voir, par la seule suppression des facteurs 
communs au dividende et au diviseur, on distingue 
plus facilement ces facteurs communs , lorsqu’on 
n’a fait qu’indiquer la multiplication. 

De la Division. 

\ * . ’ * ; j t 

28. La manière de faire cette opération en 
Algèbre , dépend beaucoup des signes que nous 
sommes convenus d’employer pourla multiplication. 
L’objet en est d’ailleurs le même qu’en Arithmé- 
tique. 


29. Lorsque la quantité qu’on proposera à diviser, 
11’aura aucunelettre commune avec le diviseur, alors 
il n est pas possible d’exécuter l’opération j on ne 
peut que l’indiquer , et cela se fait en écrivant le 
diviseur au-dessous du dividende, en forme de frac- 
tion , et séparant l’un de l'autre par un traitf. 


( ■ 

3 >i *. ! « ‘ '.I 

Ainsi pour marquer qu’on doit diviser a par £, on écrit 

, . .ü 

- , et fon prononce a divisé par h; pour marquer 

•qu’on doit diviser a a -f- b b par c + d , on écrit 
a a 4 - bb 


*> a 

~b 


• :'ll! _ ;• • .» . f . 

3 o. Lorsque le dividende et le diviseur s^nt 
monomes , si toutesles lettres, qui se trouvent dans 
le diviseur, se trouvent aussi dans le dividende , la 
division peut être faite exactement , et on l’exé- 
cutera en suivant cette règle........ Supprime ç dans 

le dividende , toutes les lettres qui lui sont commu- 
nes- avec le diviseur; les lettres qui resteront compo- 
seront le quotient. . ■ ..z* 


1 Ainsi pour 1 diviser al par a, je supprime a dans I« 
4ividende ai , et j’ai b pour quotient, four diviser abc 

13 2 
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par ab , je supprime a b dans le dividende, et j’ai epour 
quotient. 

En effet , puisque ( 1 5 ) les lettres écrites sans 
aucun signe interposé, sont les facteurs de la quan- 
tité dans laquelle elles entrent, les lettres du diviseur, 
quisont communes au dividende, sont donc facteurs 
de ce dividende; or nous avons vu ( AriJi. 69 ) 
que lorsqu’on divise un produit par un de ses fac- 
teurs , on doit trouver pour quotient l’autre fac- 
teur ; donc le quotient doit être composé des let- 
tres du dividende qui ne sont point communes 
entre celui-ci et le diviseur. 

3 1 . Tl suit de là que lorsqu'il y aura des exposans , 
la règle qu’on doit suivre, est de retrancher l'expo- 
sant de chaque lettre du diviseur , de l'exposant de 
pareille lettre du dividende. 

Ainsi pourdivisera 5 par a ’ , je retranche a de 3 , il me 
reste 1 , et par conséquent j’ai a 1 ou a pour quotient. De 
jnéme , ayant à diviser o 4 i 5 c 7 par a r h c , j’aurai a* b 2 c. 
: v v . a* a a a 

En effet est la même cho&e que qui , selon la 

■O- a* • a a 

règle donnée (3c) , se réduit à a, en ôtant les lettres com- 
munes au dividende et au diviseur. 

En général , puisque le quotient ne doit avoir 
que les lettres qui pe sont point communes au 
'dividende et ' air' diviseur , l’exposant de chaque 
lettre du quotiértt ne doit donc être que la 
différence entre les exposants de cette lettre 
dans le dividende et dans le diviseur. 

3a. Donc si une lettre a le même exposant dans 
le dividende et dans le diviseur, elle aura zéro pour 
exposant dans le quotient. 

Ainsi a 3 divisé par a 3 donnera a 0 ; a { b c 4 divisé par 
T b e a donne û‘i°c°ou ab° c°. 
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Dans ce cas, on peut se dispenser d’écrireles let- 
tres qui ont o pour exposant ; car chacune d'elles 
n’est autre chose que 1 unité. En effet , lorsqu’on 
divise a’ par <z s , on cherche combien de foisu 1 
contient <z'; or il le contient évidemment i fois.; 
le quotient doit donc être» i : d’un autre? côté 
divisé par donne pour quotients 0 ; donc a? vaut; 
i.En général , toute quantité qui a *éro pour ex- 
posant , vaut i. • ->j, - - i 

. ■— '1 ' *UI‘\ -H -jJ. 'i 

33. Si quelques lettres du diviseur ne sqtttkpas , 
communes au dividende, ou si quelques-uns des, 
exposans du diviseur sont plus grands que ceux do 
pareilles lettres du dividende , alors la division ne 
peut être faite exactement : on ne peut que l’indi- 
quer comme il a étendit ci-dessus ( 29 ). Mais on> 
peut simplifier le quotient ou la quantité fraction-; 
naire qui ^représente alors. La règle- qu’il faut 
suivre pour cela , est de supprimer dans le dividende 
et dans Je diviseur, les lettres qui leur; sont com- 
munes; en sqrte que s'il y a des exposans, on efface 
la lettre quia le plus petit exposant, etlondiminue 
de pareille quantité le plus grand exposant de la 
même lettre. -.iiÆ 

Par exemple, si l’onpropose de divisera* ic* parafe 4 , 
a 5 et 

on écrira « — — que l’on réduira en cette manière ; on 

1 - a 4 • } 

effacera a* viens le diviseur, et l’on écrira seulement a 1 
dans le dividende ; on effacera b dans le dividende, et l’on 
écrira seulement b 2 dans le diviseur; enfin rm effacera c 1 
dans le dividende, et l’on écrira seulement c dans le di- 
al. 

viseur ; en sorte qu’on aura — - » i On trouvera de môme , 

b 1 t. 

a'b'c* b*c. 

que — se réduit à — 

_ * a $ bc’ i ad. 

B 3 
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lettres communes au dividende et au diviseur soient 
en même -temps communes a tous les termes sépares 
par les signes 4 - et — . 


C’est ainsi qu’ayant a 5 -4- 4 a 4 b — 6 a’ 3 5 à diviser par 

* , a , . , .. aî 4~4a 4 Æ — ba x b i 

i s — 5a 0 , on réduira Iequotient — 


-ôa 1 b 


%>■ 
f; S 


» . . . «* -+- 4 a' b — 5 

a la quantité . en supprimant a 1 qui 

a — 5 b ' 1 

est facteur commun de tous les termes du dividende et 
du diviseur. a . 


36. Si- le dividende et le diviseur sont com- 
plexes , on ne peut donner de règles générale* 
pour reconnoître, par l’inspection seule , si la di- 
vision peut ou. ne peut pas être faite exactement. 
Il faut , pour s’en assurer et trouver en même temps 
le quotient , faire l’opération que nous allons 
seigner, • ’ r?: u ù'/-rjvf iv ï, y€ 

- 1 ,° Disposer, sur une même ligne, le dividende 
et le diviseur, et ordonner leurs termes par rapport 
à une même lettre conqnune à l’un et à l’autre , 
c’est-à-dire, écrire , par ordre, de grandeur , les 
termes où cette lettre a des exposans consécuti- 
vement plus petits. < y • * 

2. 0 Cette disposition faite , on sépare le divi- 
dende du diviseur, par un trait, et on procède à 
la division en prenant seulement le premier terme 
du dividen<le , que l’on divise suivant les règles 
données ci-dessus (3o , 3i et 3/ t ) par le premier 
terme du diviseur , et l’on écrit le quotient sous 1 ® 
diviseur. 

3°. On multiplie successivement tous les termes 
du diviseur , par le quotient qu’on vient de trouver, 
et on porte les produits sous le dividende, en ob- 
servant de changer leur signe. 

B 4 
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4. 0 On souligne le tout ; et apres avoir fait la 
réduction des termes semblables on écrit le reste 
au-dessous pour commencer unie seconde division de 
la même manière , en prenant pour premier terme , 
celui des termes restans qui a le plus fort exposant. 

Sur quoi il faut remarquer qu’ici , comme dans 
la multiplication , on doit avoir égard aux signes 
du terme du dividende et du terme du diviseur 
que l'on emploie : la règle est la même que pour 

la multiplication , c’est-à-dire , que 

Si le dividende et le diviseur ont le même signe, le 
quotient aura le signe +. 

Si , au contraire , ils ont différens signes , le quotient 
aura le signe — . 

Cette règle pour les signes, est fondée sur ce que 
( Arith. 74 ) le quotient multiplié par le diviseur, 
doit reproduire le dividende. Il faut donc que le 
quotient ait des signes tels qu’en le multipliant par 
le diviseur , on reproduise le dividende avec les 
mêmes signes ; or cette condition entraîne néces- 
sairement la règle que nous venons de donner. 5 

Pour procéder avec ordre, on commencera par 
les signes, puis on divisera le coefficient , enfin les 
lettres. 

* Exemple. 


.VF. ni ■ ô. ■ r . 

r On proposo de rliyiaer a a — b b par£-f-$. 

J'ordonne le dividende et le diviseur par rapport! l’un* 
ou à l'autre des deuxlettres a et b, par rapport à a , par 
exemple , et je le^ 'écris' cortime on le voit ici : 


Dividende. 


•- » 

, . v a0 ~ ,b b 
— a a — a b 


a-^-b Diviseur, 
a — b Quotient. . 


, Reste, 

-du • 


. f+rf f « • a b — • b b 


) 

' t 


i J 


Reste 





t 


t 


/ 
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Le signe du premier terme a a du dividende , étant le 
même que celui de a premier terme du diviseur , je dois 
mettre -f- au quotient ; mais comme c’est le premier 
terme , je puis omettre le même signe-}-. 

Je divise a a par a; j’ai pour quotient a que j’écps 
sous le diviseur. 

Je multiplie successivement les deux termes a et fi 
du diviseur , par le premier terme a du quotient , et 
j’écris les produits a a et ab sous le dividende , avec le signe 

■ , contraire à celui qu'a donné la multiplication , parce 

que ces produits doivent être retranchés du dividende. 

Je fais la réduction en effaçant les deux termes a a et 
— aaquisedétruisent; il me reste — a fi qui, avec la partie 
Testante— fi fi du dividende, compose ce qui me reste à 
diviser. 

Je continue la division en prenant — a b pour premier 
terme de mon nouveau dividende. 

Divisant — ab par a , j’écris — au quotient ; parce que 
les signes du dividende et du diviseur sont différens, quant 
aux lettres , je trouve b pour quotient, et je l’écris à la' 
suite du premier quotient. \ t t 

Je multiplie les deux termes a et fi du diviseur, par le 
terme — fi du quotient ; les deux produits sont — ab—bb ; 
je change leurs signes et j’écris -j- afi -j- fifi sous les parties, 
restantes du dividende. Je fais la réduction en effaçant les 
parties semblables et de signe-contraire : comme il ne 
reste rien, j’en conclus que le .quotient est a — fi. 

On auroit pu également ordonner le dividende et le di- 
viseur par Tapportâ la lettre fi, et alors on auroit eu — fifi 
-f ■ aa à diviser par fi -f- a , ce qui, en opérantde la même 
manière, auroit donné — fi -j- a pour quotient , quantité 
qui est la même que a — fi. 

f ÎJ 

Avant que de passer à l’exemple qui suit , il 
est à prtfpos que lés Commençants s’exercent sur „ 
les exemples de la Table ci-jointe , Page 36 . 

• . . » ~t • . • * * . » J k v , . • ^ r 

37. Si après* avoir ordonné le dividende et le 
diviseur paï rapport à une même lettre , il se 
trouvoit plusieurs termes dans lesquels cette lettre 
-eut le même exposant, on disposeroit ceux-ci dans 
une même colonne verticale comme on Je voit 
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dans l’exemple suivant; et dans cette disposition, 
on observeroit d’ordonner tous les termes de cha- 
que colonne par rapport à une même autre lettre. 

Exemple. 


On propose de diviser 19 a r b* -f- i3 a' b 

— 20 a* — 10 a * c — 6 a' bc -f- 2 ab x c — 5 a b\ 
par — 3 a b — 5 a 1 b b. J’ordonne le dividende 
et le diviseur , par rapport à la lettre a , ce qui 
me donne — 20 c + -+- i 3 a^b — io a 1 c -f- 19 a 1 b* 
> — 6 a 1 b c-f- 2 a b' c — 6 a b 1 à diviser par — 5 a 1 

— 3 a b 4- b b ; mais comme il y a deux termes 
affectés de n } , deux termes affectés de a 1 , et 
deux termes affectés de a , je le dispose comme 
on le voit ici, en ordonnant dans chaque colonne, 
par rapport à la lettre b. 


Divkl 


{ 


— 2oa4-f.|3.«îl>-pi9a»J*— -6 abi 

-6 a^bc- f-a aj’c 
a 1 bi 


— 10 ait 
4" 30 a+ -f- la ai b - — 4 


— 6 a*— 3 ab-\-bb Di vis. 


4 a 1 -5 ab -^-2 jc Quoi. 


_ Ç — b abi 1 

' ■**•’*. ^ i ab*e 

1 \ b iL \-b abi 

. Reste. , , . — 10 ai c — 6 ab'c 

-f- 10 àt c-f- 6 a* bc— 1 a b" 1 c , 


Reste. . . . o 

fi .liu* i:r;' ' ■ n-*/ :■'* ri - .h • 

i. Je procède ensuite à l’opération , en divisant 

20 a 4 premier terme du dividende, par — 5 a* 

premier terme du diviseur. Cette opération faite 
■sbivant les regleS ci-dessus , me donne pour quo- 
tient + 4 a 1 ou simple ment; 4 a\ parce que o çs 
le premier terme ; je l’écris au quotient. 

, Je multiplie les trois termes du diviseur, suc- 
cessivement par .4. 4Î4 et changeant les signes à 
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mesure que je trouve ces produits , je les écris 
soüs le dividende, ce qui me donne 20 e + +i2 a 5 b 

- 4 a 1 b 1 dont je fais la réduction avec les 

termes du dividende, et j’ai pour reste et pour 
nouveau dividended- 2 5 lo c+i 5 a' b % 

• 6 a* b c — 5 a b* + 2 a b r c. 

Je continue la division en prenant + 2 5 a* b 
pour dividende, et je trouve pour quotient- 5 ab;- 
) écris ce quotient; je multiplie, par cette même 
quantité , les trois termes du diviseur ; et chan- 
geant les signes à mesure que je les trouve , j’ccïis 
les produits soüs mon nouveau dividende ; j’ai' 
-r \*5 a’ 5 — x 5 a, b* 9 dont faisant la^ 

réduction avec les ; termes de çe; meme nouveau. 


dividende, j’ai pour reste fct pour troisième divi-. 
déttde *— — iifl’c — 6 a* c.' 

„,Je passe a uqa, troisie.mç.uiviStpn en prenant, 
— quoi a 1 c pouf vdivjde*do. ; :je -trouve 4 ■ 2 a c, 

le chan* 

cément dé signes', 'ét la réduction ^conttüe ci J 
devant, et il ne me reste pep j ainsi^e quoqenç: 
CSt 4 U 1 **■ — b Clb ^->2 ü C. : . ry i 4 ■.ibiî>dà 

CI'T.- :>îfaO n‘-.nr * 


U.U.J , 


38 . Il arrive souvent qu’une quantité résultante' 
de.pTu sieurs opérations différentes, peut être mise 
sous la formé jd’un produit ou résultat de multipli- 
cation,: lorsque cela arrive, il.est , très-souvent utile 
de lui donner cette forme , en indiquant la multi- 
plication entre ses'facteurs. Qübique la méthode 
générale pour découvrir ces facteurs dépende de 
connoissances que nous ne donnerons que par la 
* suite , néanmoins nous observerons que lorsqu’on 
S’est un peu familiarisé avec la multiplication et la 
division, on les apperçoit , dans beaucoup de cas , 
avec facilité. • 
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Par exemple, si on avoit à ajouter 5 ah — 3 5c -f- a *, arec 
3 a 2> -j- 3 bc — 2 a’ , on auroit 8 ah — a 1 qui , à cause de 
la lettre a qui est facteur commun des deux termes 8 ah 
et a 3 , peut êt re considéré comme étant venu de la multi- 
plication de 8 b — a par a , et peut être représenté par 

( 8 b a ) X a. llxfsrutile de s'exercer à ces sortes de 

décompositions. 

r . * i . ,, - : • ! 

De la manière de trouver le plus, grand commun , 
diviseur de deux quantités littérales . 

39- La méthode pour trouver le plus grand commun. • 
diviseur de deux quantités littérales, est analogueà celle 

Î ue nous acpns donnée pour les nombres. {Arith. gb~) 

I faut, après avoir ordonné les deux quantités par rap- 
port à une même lettre, diviser cblleoù cette lettre a le 
plus grand exposant, par la seconde, et continuer la di-, 


arée les mêmes conditions. On divise après cela , le pre- 
mier reste par h» second, et l’on continue de diviser l& 
teste . précédent par le nouveau , jusqu’à ce qu’on soit 
qrrivé à unq division exacte : alors le dernier diviseur 
qu^ott aura employé, est le plus grand commun diviseur 
cherché. La démonstration est -fondée sur les mêmes» 
principes que celle que nous avons donnée en Arithmé- 
tique , Pages)?, .; , } ,' ' . !fî0v . ; 

A-yant de mettre cette règle en pratique, nous ferons 
observation qui peut en faciliter l’usage ; cette observation 
êsf, qu’on né changé rien au plus grand commun diviseur 
de nlenx quantités *. lorsqu'on multiplie ou lorsqu’on di-t 
vigj l’une des deux par une quantité qui n’est point divi-> 
sçur de l’autre , et qu^n’a aucun commun diviseur avec 
cette autre. Par exemple , a b et ac ont pour commun 
diviseur a ; fr je mliltiplie a b par d , iP deviendra ab d+ 
(je P h a avec a b dxnittB commun diviseur que a , c’est-â-* 
dire , le même qui étoit entre a b et 4 c. 

Il n’en soroit pas de même , si je muhipliois a 5 par un 
•ombre qui fût diviseur de a c , ou qui eût un facteur com- 
mun aveca c : par exemple , si je multrpliois a b parc , il 
deviendrait abc, dont le diviseurcommun avec a cést a c 
lui -même. Pareillemeet , si je muliipliois a b pared, qui 


vision jusqu a ce que cet exposant, y soit devenu moindre 
que dans la seconde, ou tout au plus égal. On divise 
ensuite la seconde, par le reste de cette division j et 
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a un facteur commun avec ac , j’auroisoèe d dont !• 
diviseur commun avec a c est a c. 


40. Concluons de là l.° que si , en cherchant le plus 
grand commun diviseur de deux quantités , on s’apper- 
V>it dans le cours des divisions que l’on fera successi- 
vement, que le dividende ou le diviseur ait unfnoteur 
ou un diviseur qui ne soit point facteur de l’autre , on 
pourra supprimer ce facteur. 

2 . 9 Qu’on pourra multiplier l'une des deux quantités 
par tel nombre qu’on voudra , pourvu que ce nombre ne 
soit point diviseur do l’autre quantité, et naît aucun 
facteur commun avec elle. 

Appliquons maintenant la règle et les remarques que 
nous venons' do faire. 


Supposons qu’on demande le plus grand com- 
mun diviseur de a a — 3 ab -f a bb et an — ab 

— 2 b b. Je divise la première par la seconde : 
j’ai 1 pour quotient, et — 2 ab-\- 4 b b pour 
reste. Je vais donc diviser an — ab — 2 bb, par 
le reste — 2 a b -|- 4 b b ; mais comme celui-ci a 
pour facteur 2 b qui n’est point 1 facteur du 
nouveau dividende, je supprime ce facteur 2 b, 
et je me contente de chercher le commun divi- 
seur de a a — a b — 2 b b et — a 2 b c’est- 
à-dire , de diviser a a — - a b — 2 b b par — a 
-f- 2 b j la division se fait exactement. J’en conclus 
que — a -f- 2 b est le plus grand commun divi- 
seur des deqx quantités proposée^. 

Proposons-nous pour second exemple., de trou- 
ver le plus grand commun diviseur de£ «leux 
quantités 5 a ’ — 1 S a* b +; x 1 a b\— 6 b 1 et 7 a' 

— a 3 a b + 6 h 1 . Il faudroit dune diviser la 
première de ces deux quantités, par la seconde; 
mais comme 5 ne peut être diyisé exactement 
par 7 , je multiplierai la première par 7 , qui 
*l 'étant point facteur de tous les termes de la 
seconde , ne peut rien changer au commun divi- 
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‘seur. J’aurai donc 35 a 1 — 126 a' b -f- 77 nb % 
, — 4 2 è* à diviser par y a ' — 23 ab -\~6 b \ En 
faisant la division , j’aurai 5 a pour quotient, et 
pour reste — 1 1 à 1 - b -f- 47 a b x — 42 bK Comme 
l’exposant de a dans celui-ci est encore égal à 
celui de a dans le diviseur , je puis continuer la 
division; mais j'observe , qu’il faudra encore , par 
la même raison que ci-dessus , multiplier par 7 ; 
d’ailleurs je remarque que je puis ôter b dans tous 
les termes de — 11 a i b- f-47 a b * — 42 b\ parce 
qu’il n’est point facteur commun de tous les ter- 
mes du diviseur 7 a 1 — 23 ab+éb' 1 ', j’aurai 
donc , d’après. ces. observations , — 77 a 1 4- 32 9 ah 
'*• — 294 b x à diviser par 7 a tJ — 2-3' ab +6 b x ; faisant 
’la division, j’ai — 1 x pour qüôtietit, et 76 a b 
— 228 b x pour reste. Je vais donc diviser y a 1 — 23 nb 
+ 6 b x qui in’a servi de diviseur jùsqü’ici , par le 
reste 76 a b -^22 8 , ou plutôt par 76 a — 228 b. 

Pour que la division pût se faire , t) fatfdroit mul- 
tiplier la premiore.de ces deux quantités par 76 ; 
'mais avant de faire cette multiplication , il faut 
savoir si 76 n’est pas facteur de toute la quantité 
76 a — 228 b, ou s’il n’a pas quelqu’un de ses 
facteurs qui en soit facteur commun. Or je remar- 
que 76 est 3 fois dans 228 5 ; et comme il n’ést 
pas facteur de 7 V— a 3 a b +6 b x { je supprime 
dans le diviseur 76 a — 228 5 , le facteur 76, et 
j’ai y a* — 28 a b -j- 6 b x à diviser par a — 3 b 
seulement ; la division faite, iLne reste rien; 
d’où je conclus que Je commun diviseur des deux 
quantités proposées, est a - — 3 b. ■ 

UîOta i J F)es Fractions littérales . u 1 

ir;p •. - *•-*■ ; oa : i n ■ -• 1- * 

41. Les fractions littérales se calculent suivant 
les mêmes règles que les fractions numériques , mais 
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«n appliquant en même temps les règles que nous 
avons données ci-dessus, concernant l'addition, la 
soustraction , la multiplication et la division. Comme 
cette application est facile , nous la ferons très-som- 
mairement. 


42. La fraction- peut être transformée , sans 


, , , ac, aa aa 4- ab 

changer de valeur , en — ou -7 ou — ; ^ 

& * bc ab , ab •+■ bb , 

et ainsi de suite. 

En effet, ces dernières ne sont autre chose que 
la première dont on a multiplié les deux termes, 
par c dans le premier cas, par a dans le second, 
et par a + J dans le troisième , ce qui ( ’Arith . 88) 
u’en change pas la valeur. 


43. La fraction est la même chose que ~ 
abc 0 ; 


la fraction 


6 a} -HSü'ê 


-est lamêmeque- 


a -\-b 


Cela 


laa’-t-çu'c * 4«+3 c 

est évident, (Arith. 89) en divisant les deux termes 
de la première par a c , et les deux termes de la 
troisième , par 3 a\ A}i reste, cette réduction des 
fractions à leur plus simple expression est com- 
prise dans ce qui a été dit (33). 


44. La règle générale et la plus sûre pour 
réduire une fraction quelconque a ses moindres 
termes , est de diviser les deux termes par leur 
plus grand commun diviseur que l’on trouve par 

< ce qui a été dit, ( 39 et 40 ). 

45. Pour réduire à une seule fraction , une 
quantité composée d'un entier et d’une fraction , il 
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faut, Comme en Arithmétique , multiplier l’entier 

parle dénominateur de lafraction qui l’accompagne. 

. & i ac-{- bd 

Par exemple , a H , peut être changé en . 

c c 

cd — a b~ a b — a d-\-c d — a b 

De même , a H — b S d~ ’ se réduit à fcZUTj » 

ou multipliant l’entier a par le dénominateur b d ; 

Lorsqu’à la suite de ces operations, il se trouve 
des termes semblables , il ne faut pas oublier de 
les réduire ; ainsi dans le dernier exemple , la 

c d a b a b— a d-\-c d-a b 

quantité a -f i — d a été changée en' b d 

. , . a d c d — ad 

qui se réduit VZ1 ou jll d en effaçant les 

deux termes a b et a b qui se détruisent. 

4 6 . Pour tirer les entiers qu’une fraction littérale 
peut renfermer, cela se réduit, comme en Arith- 
métique , à diviser le numérateur par le dénomi- 
nateur , autant qu’il est possible , et ensuivant les 
règles données ci-dessus pour la division. 

Ainsi la quantité -* p eu t être réduits 

a 

c d 

à 3 b + c +“ ; pareillement la quantité 

a,‘ l '\~liab~\"kt , b-\-cc te 

7+ VE » se réduit â a + 2b+ 7+Tb en 

faisant la division par a+îi, 

47 . Pour réduire plusieurs fractions littérales , 
au même dénominateur , la règle est la même 
qu’en Arithmétique. 

Ainsi 
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ainsi pour réduire à un même dénominateur , les 

ace 

trois fractions j e multiplie les deux ter- 

mes a et b de la première , par df qui est le 
produit des dénominateurs des deux autres frac- 

a d f 

tions , et j'ai f* Je multiplie de même les deux 
termes c et d de la seconde > par bf produit des 

b c f 

deux autres dénominateurs, et j’ai 5 d enfin je 
multiplie les deux termes e et f de la derniere , 
par b d produit des dénominateurs des deux 
b d t 

autres, et j’ai en sorte que les trois frac- 
tions , réduites au même dénominateur , devien- 

a d f b c f b d e 

nent blTf, b d f, fTj- 


On se conduiroit de la même manière si les 
numérateurs ou les dénominateurs, ou tous les 
deux étoicnt complexes , mais en observant les 
règles de la multiplication des nombres complexes. 

t é-f* c 

C’est ainsi qu’on trouvera que les deux fractions ^ ^ 


a — 2 c , 

et .réduites au même dénominateur , deviennent 

a b 


1 b ac — b b — B c, a a — 2 a c -f -’a b — 2 b c , 
- et — 


a a — b b 


a a — b b 


en 


multipliant les deux termes de la première, para — b f 
et les deux termes de la seconde , par a 4* b- 


48. Quand les dénominateurs ont un diviseur 
ou facteur commun, on' peut réduire les fractions 
à un même dénominateur , plus simplement que 
par la réglé générale : par exemple, si j’avois 
ad 

les deux fractions , yj-, je vois que les deux 
Marine . Algèbre. C 


P 
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dénominateurs seraient les mêmes si f etoïC 
facteur du premier , et c lacteur du second ; je 
multiplie donc les deux termes de la première 
fraction par f, et les deux termes de la seconde 

a f cd . . 

par c; ce qui me donne i c j et plus simples 

a b f b c d . . . 

que nTf et ïT 7 ?q ue ) auro,s eues en suivant la 

. _a_ 

îegle generale. Si ] avois les trois fractions, fcc > 

J* _L. j e vois que si / g étoit facteur du dé- 
nominateur de la première ; c g , de celui de 
la seconde ; et bp de celui de la troisième , 
les trois fractions auraient le même dénomina- 
teur ; je multiplie donc les deux termes de la 
première, par fg; les deux termes de la seconde, 
nar c * • et les deux ternies de la troisième , par bp 

. -fs l ±S. 

et j ai fc c/g > 6 c/g ? 6 c/g* 

On peut appliquer cela aux nombres * en les 
décomposant en leurs facteurs. Par exemple ^ 

S 3 

et sont k* m ^ me c h° se *l ue 4~X 3 i 4 X 4/ ) e 
multiplie donc les deux termes de la première 
par 4 , et les deux termes de la seconde par 3 , 

et j’ai ^ et w* 

4 q. Al’égard de l’addition et de la soustraction ; 
lorsqu’on a réduit les fractions au même dénomi- 
nateur , il ne s’agit plus que de faire 1 addition ou 
la soustraction des numérateurs. 

„ * ’ ^ « £ 1 ^ ^ ç 

Ainsi , les deux fractions^-q^ et — ~ b , réduites au 
wiime dénominateur , ont donné ci-dessus. . . » 


é 
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ai + ac — b b — bc a a — 2 a c a b — 2 bc 

77 =Tb et "a a-bb > Si doI1C 011 


Veut ajouter -, on aura- 


ab- J- ac — bb^-bc-\-aa — 2ac-\~ab — ïbc 


aa 


bb 


, t . 2 a b — a c — , 

qui se Téduit à „ n — bb .Aucon- 


a a 


traire, si l’on veut retrancher la seconde de la première, 
ab-\~ac — bb — bc—aa-\-2ac — ab+ibc , 

*l ui se réduit A 


on aura- 


3 âc — bb -f- bc — 
aa — bb 


5o. Remarquons, en passant, que potir retrancher 
la seconde fraction , nous avons changé les signes 
du numérateur seulement : si l’on changeoit les 
signes du numérateur et du dénominateur en même 
temps , on ne changeroit point la fraction, et par 
conséquent, aulieude la retrancher, on lajouteroit; 
en effet £ est la même chose que a , selon la 
b - b 

règle qui a été donnée ( 36 )» 


5i. Pour multiplier ^ par^, on écrira 


a c . 

b~d * 


en multipliant numérateur par numérateur , et dé- 
nominateur par dénominateur , conformément aux: 
règles de l’Arithmétique. De même | a X i b 
donnera \a b. 


Si l’on âvoit y à multiplier par c , on pour- 


roit considérer c , comme étant - 7 - ce qui ra- 
mené cette multiplication au cas précédent , et 

donne ~f î niais on voit que cela se réduit à mul- 
tiplier le numérateur par l’entier c ; nous pren- 

C 2 
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tirons donc pour réglé dorénavant celle - ci ; 
pour multiplier une fraction, par un entier , ou un 
entier par une faction, il faut multiplier le numé- 
rateur par l’entier , et conserver le même dénomi- 
nateur. 

Si le numérateur et le dénominateur étoient 
complexes , on leur appliqueroit la règle de la 
multiplication des nombres complexes. 


Cl c 

5 2. Pour diviser par-, l'opération 109) 


b 

a 


d 


se réduit à multiplier^- par -, ce qui s’exécute 

par la règle précédente , et donne — ; et pour 

diviser cela se rt ^uit à multiplier 

« +ib ' a ~ b • ( a + b) ( a-b ) 

+ d { c+d 1 ( c + d ) ( c + d )i 

ou ' a ou.enfaisantlamultiplicatioH 

(c-\-ct) 1 

a a — b b 


indiquée dans le numérateur , ( t -f -d)*. 

Enfin, si l’on avoit ~y à diviser par c , on 


pourroit considérer c , comme étant ~ , ce qui 
rameneroit au cas précédent , et réduiroit à muî- 

a I _ a 

tiplier ~f par ~ ce qui donne TF j d’où l’on 
voit que pour diviser une fraction par un entier , 
il faut multiplier le dénominateur par l'entier , 
et conserver le numérateur. 


\ 
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Des Equations. 

53. Pour marquer que deux quantités sont ! 
égales, on les sépare l’une de l’autre par ce signe 
s = , qui se prononce par le mot égale , ou par les 
mois est égal à ; ainsi cetto expression a = b , se 
prononceroit en disant a égale b, ou a est égal à b. 

L’assemblage de deux ou de plusieurs quantités 
séparées ainsi par le signe =,est ce qu’on appelle 
une Equation. La totalité des quantités qui sont à 
la gauche du signe = , forme ce qu’on appelle le 
premier membre de l ’équation, et la totalité de celles 
qui sont à la droite de ce même signe , forme le 
second membre. Dans 1 équation 4 x — 3 = 2 x -f- 7 , 

4 x- — 3 forme le premier membre , et 2 x -f- 7 
forme le second. Les équations sont d'un très-grand 
usage pour la résolution des questions qu’on peut 
proposer sur les quantités. 

Toute question qui peut être résolue par l’Al- 
gèbre , renferme toujours dans son énoncé , soit 
explicitement, soit implicitement, un certain nom- 
bre de conditions qui sont autant de moyens de 
saisir les rapports des quanti tés inconnues aux quan- 
tités connues dont celles-là dépendent. Ces rapports 
peuvent toujours , ainsi qu’on le verra par la suite , 
être exprimés par des équations dans lesquellesles 
quantités inconnues et les quantités connues se 
trouvent combinées les unes avec les autres , et 
cela d’une manière plus ou moins composée , selon 
que la question est plus ou moins difficile. 

Ainsi , pour résoudre par Algèbre, les questions 
qu’on peut proposer sur les quantités , il faut trois 
choses. 

i.° Saisir dans 1 énoncé ou dans la nature de 
la question , les rapports qu’il y a entre les quan- 
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tités connues et les quantités inconnues. C’est une 
faculté que l’esprit acquiert , comme beaucoup 
d’autres , par l’usage ; mais il n’y a point de règles 
générales à donner là-dessus. 

2. 0 Exprimer chacun de ces rapports par une 
équation. Cette condition peut être réduite à une 
seule règle que nous exposerons par la suite ; mais 
dont l’application est plus ou moins facile selon la 
naturelles questions,, la capacité et l'exercice que,, 
peut avoir celui qui entreprend de résoudre. 

3.° Résoudre cette équation, ou ces équations , 
c’est-à-dire , en déduire la valeur des quantités 
inconnues. Ce dernier point est susceptible d’un 
nombre déterminé de règles : c’est par lui que nous 
allons commencer* 

Comme les questions quon peut avoir à résou- 
dre , peuvent conduire à des équations plus ou 
moins composées , on a partagé celles-ci en plu- 
sieurs classes ou degrés que l’on distingue par l’ex- 
posant de la quantité ou des quantités inconnues 
qui s’y trouvent ;’ nous ferons connoître ces équa- 
tions à mesure que nous avancerons : celles dont 
nous allons nous occuper d’abord, sont les équa- 
fions du premier degré. On nomme ainsi les équa- 
tions dans lesquelles les inconnues ne sont multi- 
pliées ni par elles-mêmes , ni entr elles.. 

Des Equations du premier degré , à une seule 
inconnue.. 

5i. Résoudre une équation , c’est la réduire à 
une autre, dans, laquelle l’inconnue , ou la lettre 
qui la représente , se trouve seule dans un mem- 
bre , et où il n’y ait plus que des quantités connues 
dans l’autre membre. 
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Par exemple , si l’on proposoit cette question : 
Trouver un nombre dont le quadruple ajouté à 3 , 
donne autant que son triple ajouté À 1 2. En 
représentant ce nombre par x , son quadruple 
seroit 4 x , lequel ajouté à 3 fait 4 *• 4 - 3 ; d’un 
autre côté le triple de ce même nombre jc est 
Ü x , lequel ajouté à 12 fait 3 x + 12 > puis donc 
que 4 x+ 3 doit donner autant que 3 *■+ 12 , il 
faut que le nombre x soit tel que l’on ait 4 x 
-f 3 = ^ x 4" 12 ; c’est-là l’équation qu’il s’agit 
de résoudre , pour trouver le nombre demandé. 

Or il est évident que puisque les deux quantités 
* séparées par le signe = , sont égales , elles le 
seront encore , si l’on retranche de chacune 3 x> 
ce qui réduit l’équation à x +■ 3 = 1 2 ; enfin 
ces deux-ci seront encore égales , si de clracune 
on retranche le même nombre 3 , ce qui. donne 

=— 9 , et résout la question; car il est évident 
que x est connu , puisqu’il est égal à une 
quantité connue 9. 

L’objet que nous nous proposons ici, est de 
donner des réglés pour ramener l'équation, dans 
tous les cas , a avoir ainsi l’inconnue seule dans 
un membre , et n’avoir que des quantités connues 
dans l’autre membre. Pour une question aussi 
simple que celle que nous venons de prendre 
pour exemple , l’usage des équations seroit sans 
doute superflu ; mais toutes les questions ne sont 
pas de cette facilité ; et il ne s’agit encore que 
de faire entendre comment la question est réso- 
lue, lorsque l’inconnue est seule dans un membre, 
et qu’il n’y a plus que des quantités connues 
- dans l’autre. 

Les régies pour résqudre les équations dont il 
s’agir ici , c’est-à-dire, pour les réduire à avoir l’in- 
connue seule dans un membre , se réduisent à trois 
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qui sont relatives aux trois différentes manières dont 
l’inconnue peut se trouver mêlée ou engagée avec 
des quantités connues. 

Dorénavant nous représenterons les quantités in- 
connues par quelques-unes des dernières lettres x , 
y , ç de l’alphabet ; pour lds distinguer des quan- 
tités connues que nous représenterons , ou par des" 
nombres , ou par les premières lettres de l’alphabet. 

55. L’inconnue peut se trouver mêlée avec des 
quantités connues , en trois manières ; i .° par ad- 
ditionousoustraction, comme dans l’équation jc- 4- 3 
t= 5 — x. 2.° Par addition , soustraction et 
multiplication , comme dans l’équation 4 x — 6 
=z 2 x -f- 16. 3.° Enfin par addition , soustrac- 
tion , multiplication et division , comme dans 
lequation % x — 4 =§ x -f- 17 , ou par ces deux 
dernières opérations seulement, ou parla dernière 
seulement. 

Voici les règles qu’il faut suivre pour dégage* 
l'inconnue dans ces différens cas. 

« 

56. Pour faire passer un terme quelconque (T une 
équation, d’un membre de cette équation dans 1 autre ; 
il faut effacer ceterme, et P écrire dans l aune membre 
avec un signe contraire à celui qu’il a dans te membre 
où il est. Sur quoi il faut se rappeller qu’un ternie 
qui n’a pas de signe, est censé avoir le signe +. 

Par exemple, dans l'équation 4 x + 3 ±*= 3 x -f 12, si 
je veux faire passer le terme -f 3 dans le second membre, 
j’écris 4 x = 3 x-f- 12 — « 3 , où l’on voit que le terme 3 
n’est plus dans le premier membre ; mais il est dans le 
second avec le signe — , contraire au signe -j- qu’il avoit 
dans le premier. 

Cetteéquation réduite, revient à 4 x = 3 x -f- çjsil’on 
veut maintenant fairepasser le terme3x, dans le premier 
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membre , on écrira 4 x — 3 x = 9, qui en réduisant, 
devient x = 9. 

Pareillement , si dans lequation 5 x — 7 = 21 — 4 * » 

je veux faire passer le terme 7 dans le secondmem- 

bre, j’écrirai ôx = 21 —4 x +7, qui se réduit à 5x 

= 28 4x; si je veux ensuite faire passer 4 *» 

j'écrirai 5* + 4 * = î8,°u en réduisant 9 x == 28. 
Nous verrons dans quelques momens, comment s’achève 
la résolution de cette équation. 


La raison de cette règle est bien facile à saisir. 
Puisque les quantités qui composent le premier 
membre, sont ensemble , égales à la totalité de 
celles qui composent le second; ilest évident qu’on 
ne trouble point cette égalité , si ayant ajouté ou 
ôté à l’un des membres un terme quelconque , on 
ajoute ou l’on ôte à l’autre, ce même terme : or , 
lorsqu’on efface un terme qui a le signe -4-, c’est 
diminuer le membre où il se trouve ; il faut donc 
diminuer l’autre de pareille quantité; c’est-à-dire , y 
écrire ce terme avec le signe — . Au contraire , 
lorsqu’on efface un terme qui a le signe — , il est 
évident qu’on augmente le membre oùilse trouve; 
il faut donc augmenter l’autre de pareille quantité , 
c’est-à-dire , y écrire ce terme avec le signe •+-. 

67. On voit donc que par cette règle on peut 
faire passer à la fois , dans un même membre, tous 
les termes affectés de l’inconnue , et toutes les 
quantités connues dans l’autre.On choisira d’abord 
dans quel membre on veut avoir les termes 
alfectés de l’inconnue ; cela est indifférent : je 
suppose que ce soit dans le premier. On écrira 
de nouveau l’équation , en observant de conserver 
aux termes affectés de l’inconnue , et qui étoient 
dans le premier membre , les signes qu’ils avoient; 
on écrira , à la suite de ceux-là , les termes 
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affectés de l’inconnue , qui se trouvent dans 
l’autre membre , mais en observant de changer 
leur signe. A la suite de tous ces termes , on 
écrira le signe = , et l'on formera le second 
membre , en écrivant les quantités connues qui 
composoient d’abord le second membre , en les 
écrivant , dis-je , avec les mêmes signes quelles 
avoient , et ensuite les quantités connues qui 
étoient dans le premier membre , mais en leur 
donnant des signes contraires à ceux quelles 
avoient. C'est ainsi que l'équation 7 * — 8 —14 
— 4 x devient 7 x-4-4 .*=14-4-8, ou 11 *=22. 
Pareillement l’équation a *4 -bc — cx = ac — bx, 
devient a x — ex + bx =5 a c — b c\. 

C’est ainsi que de lequation 7 y — 8 = 14 4 x * 

on concludy x + 4 x = 14 + 8, ou n x = 22. Pareille- 
ment lequation ax b c c x = a c b x, devient 

ex c x + b x = a c b c. 

58 . Il peut arriver par cette transposition , que 
ce qui reste des * , après la réduction , se trouve 
avoir le signe — ; par exemple , si l’on avoit 
‘Sx — 8 ===== 4 x — 12 ; en passant tous les * 
dans le premier membre , on auroit 3 * — 4 * 
= — 12 -4- 8 , qui se réduit à — *— — 4 ; 
alors , il n’y a qu’à changer les signes de l’un et 
de l’autre membre, ce qui , dans le cas présent , 
donne -4- x = -f- 4 ou * = — 4. En effet , on 
étoit également maître de transposer les x dans 
le second membre , ce qui auroit donné — 8 -4- 1 a 
=4 * — 3 * , qui se réduit à 4 = * , qui est 
la même chose que * = 4. 

59. On peut souvent abréger la réduction de 
l’équation , lorsqu’elle est numérique , ou lorsque 
étant littérale , elle renferme des quantités sem- 
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blables. Si ces quantités ont le mêrfte signe dans 
différents membres, on efface l'une , et on 
diminue l’autre de pareille quantité; au contraire 
on les ajoute , lorsqu’elles ont différents signes. 
Par exemple , dans 1 équation 6 b — 4 a -f 2 x 
*=5 a -j-3 x, j'efface 2 x dans le premier mem- 
bre , et j’écris seulement x dans le second , 
j’efface 5 a dans le second , et j’augmente 4 a 
de 5 a, ce qui me donne tout de suite 6 b 
— 9 a msx. On voit donc que s’il se trouvoit 
de part et d’autre, des termes parfaitement égaux 
et de même signe , on pourroit les supprimer 
tout de suite ; c’est ainsi que l’équation 5 a 
+2 b = 5 a+x, se réduit tout de suite à zb=x. 

6 o. Lorsqu’on a passé dans un membre tous 
les termes affectés de l’inconnue , et toutes les 
quantités connues dans l’autre membre ; s’il n’y a 
point de fraction dans l’equation, il ne s’agit plus 
que d’exécuter la règle suivante , pour avoir la va- 
leur de l’inconnue. Ecrive ç ï inconnue seule dans un 
membre , et donne ^ pour diviseur au second membre , 
la quantité qui multiplioit l'inconnue dans le premier. 

Par exemple , dans l’équation 7 x 8 == 14 

4 x que nous avons traitée ci-dessus, nous avons eu par 
la transposition et la réduction , 1 1 x = 22 ; pour avoir 
x, je n’ai autre chose à faire qu’à écrire x =. , qui se 

réduit à x — 2 ; c’est-à-dire , écrire x seul dans le pre- 
mier membre , et faire servir son multiplicateur 11 , de 
diviseur au second membre 22. En effet , lorsqu’au lieu 
«le 11 x, j’écris seulement x, je n’écris que la onzième 
partie du premier membre ; il faut donc , pour conser- 
ver légalité , n’écrire que la onzième partie du second 
membre., c’est-à-dire, diviser le second membre par 11. 

Pareillement , si l’on proposoit lequation 12 x i5 

= 4 x + 2b ; après avoir (56) passé tous les x d’un côté, 

et les quantités connues de l’autre, on aura 12 x -4x 

= â5 + 16 , ou , en réduisant , 8 x = 4® î maintenant 
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Î K>ur avoir x j’écris x = 4 Ÿ ° , qui se réduit à x = b. Car 
orsqu’au lieu de 8 x j’écris x seulement , je n’écris que 
la huitième partie du premier membre j je dois donc , 
pour maintenir l’égalité, n’écrire que la huitième partie 
du second membre , c’est-à-dire, n’écrire que 'y 0 . 

Si les quantités connues qui multiplient x , au 
lieu d etre des nombres , étoient représentées par 
des lettres, larègle ne seroitpas différente pourcela. 
Ainsi dans l’équation a x = b c , il n’y a autre chose à faire , 

b c 

pour avoir x , que d’écrire x 

• a 

Si après la transposition faite , il y a plusieurs 
termes affectés de l'inconnue , la règle est encore 
la même. 


Ainsi, dans l’équation ax + b c — ■ — • c x = a c b x , 

que nous avons vue ci-dessus, on a , après la transposition, 
ax ex *f b x =ac — b c ; pour avoir x , il ne s'agit 


■ j» * • e c — -* b c 

plus nue décrire x= — ; — : 

1 a— c+ b 


} c’est-i-dire , écrire x 


seul dans un membre , et donner pour diviseur au second , 
la quantité qui multiplioitx dans le premier, laquelle est 
ici a — c -j- b, puisque la quantité a x — c x -j- b x est x 
multiplié par la totalité des trois quantités a — c 4. b. 


61. On voit donc que lorsqu’après la transpo- 
sition , il y a plusieurs termes affectés de x , 
on doit , pour avoir la valeur de x , diviser le 
second membre par la totalité des quantités qui 
affectent x dans le premier , en prenant ces 
quantités avec leurs signes tels qu’ils sont. Par 

exemple, dans l’équation a b c 2 x y 

on a, par la transposition , a x+2 x sa b c) et 
en appliquant la règle actuelle ou la division , 
b e * 

on aura x = 74.: . De même , l’équation x 
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— a b — b c — a x , donne par la transposition 
x -f- ci x = b c + a b , et par conséquent x 

b c -f~ a b 

■ — ; car il ne faut pas oublier ici ( 5 ) 

que le multiplicateur de x dans le premier 
terme de x+a x, est 1 ; en sorte que dans 
x •+- a x , x est multiplié par 1 4 - a ; en effet , 
dans x + üx, x se trouve 1 fois de plus que 
dans a x. 

62. S’il se trouvoit quelque quantité qui fut 
facteur commun de tous les termes de l'équation, 
on pourroit simplifier, en divisant tous les termes 

P ar ce facteur commun : par exemple , dans 
équation i5 èè — 27 a b •+■ 6 bx, je diviserois 
par 3 b qui est facteur commun de tous les 
termes ; et j'aurois 5 b— qa+2x, qui, par 
la transposition , devient 0 b — 9 a — 2 x r et 

bb — 9 a 

enfin par la division , donne j = x ou 

b b — 9 a 
x = 2 . 

63 . Les règles que nous venons de donner, 
ont toujours lieu , lors même que les différents 
termes de l’équation ont des dénominateurs , 
pourvu que ces dénominateurs ne contiennent 
pas l’inconnue; mais comme l’application de ees 
règles est plus facile pour les Commençants , 
lorsqu’il n’y a pas de fractions dans l’équation , 
nous allons ajouter ici une règle pour faire dis- 
paroître les dénominateurs. 

64. Pour changer une équation dans laquelle 
il y a des dénominateurs, en une autre dans laquelle 
il n’y en ait plus , il faut multiplier chaque terme 
qui n'a p ai de dénominateur , par le produit de tous 
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les dénominateurs ; et multiplier le numérateur de 
chaque fraction , par le produit des dénominateurs 
des autres fractions seulement. 


Par exemple , si j’avois 1 équation }-4 = - — • 

3 6 

5 x 

+ I2 ~~~ — j jo multiplierais le numérateur a x de la 

2 X 

fraction — ; — , par 35 , produit des deux dénominateurs 

3 

5 et 7 , ce qui me donnerait 70X. Je multiplierais le terme 
4 qui n’a point de dénominateur , par io 5 produit des 
trois dénominateurs 3 , 5 , 7, ce qui me donneroit 420. Je 

multiplierais le numérateur 4 x de la fraction , par 21 , 

produitdes deux dénominateurs 3 et7,et j’aurois84x. Je 
multiplierais 12 , qui n’a pas de dénominateur, par le 
produit io 5 des trois dénominateurs, et j’aurais 1260. Enfin 

jo multiplierais le numérateur 5 x de la fraction - , par 

i 5 , produit des deux autres dénominateurs, ce qui me 
donne 75 x ; ensorteque l’équation proposée, est changé» 
en celle-ci , 70 x -f- 420 = 84 x + r2 6o — 76 x, dans la- 

S uelle , pour avoirx , il ne s’agit plus que d’appliquer les 
eux règles précédentes. Par la première ( 56 ) on changera 
cette équation en 70 x — 8 4 x 4- 75 x = 1 260 — 420 ; ou , en 

réduisant , 6 1 x == 840 j et par la seconde ( 5 o) , x == ^ 


qui , en faisant la division , se réduit à x < 




La raison de cette règle est facile à appercevoir , 
si l’on se rappelle ce qui a été dit ( Arith. 91 ) 
pour réduire plusieurs fractions au même déno- 
minateur. En effet , si dans l’équation proposée 


2 X 

■3 


T-*" 4 




vouloir 
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réduire au même dénominateur, les trois fractions 
V" * V"’ il faudroit multiplier leurs nu- 
mérateurs par les mêmes nombres par lesquels notre 
règle actuelle prescrit de les multiplier , et donner 
à ces nouveaux numérateurs , pour dénominateur 
commun , le produit de tous les dénominateurs; en 
sorte que l'équation proposée seroit changéeen cette 

autre ?°* -f- 4 + 12 — , qui est 

ici ic5 io5 “ 

la même dans le fond, puisque ( Arith . 88) les 
nouvelles fractions sont les mêmes que les pre- 
mières. Maintenant, si nous voulons aussi réduire 
les entiers en fractions, il faut {Arith. 86) multi- 
plier ces entiers par le dénominateur de la 
fraction qui les accompagne, c’est-à-dire, ici par 
ïo 5 qui a été formé du produit de tous les déno- 
minateurs qui se trouvent dans l'équation; alors on 
70x 4-420 84x4-1260 — 76X . ~ 

aura — 7^ — == -775 ; mais il est 

évident qu’on peut , sans troubler l’égalité , sup- 
primer départ et d’autre le dénominateurcommun , 
puisque si ces deux quantités sont égales étant divi- 
séespar un même nombre, elles doivent l’être aussi 
sans cette division; on a donc alors 70x4. 420 s=s 
84 * -f- 1260 — 75 x , comme ci-dessus. 

65 . Si les différens termes qui composent l’équa- 
tion , sont tous des quantités littérales , la règle 
ne sera pas , pour cela , différente. Il faut seule- 
ment observer les règles de la multiplication des 
quantités littérales. 

a x ex a b 

Ainsi dans l’équation ® * 

]e multiplie le numérateur ax par le produit c d des deux 
autres dénominateurs, ce qui donne a cdx. Je multiplie le 
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terme 4" fi , par le produit b c d de tous les dénomma - 
teurs , et j’ai 4* b î cd. Je multiplie expar fic,e t jai fie* x; 
enfin je multiplie a b par b d , et j ai a b* d ; en sorte que 
l’équation devient a c d x b* cd = fie x-f • a b' 1 d, la- 
quelle, par transposition, donne a c d * — b c 1 x =zab^d 
. .. ab'd b\d 

b * cd, et ( 6i ) par division, x =- 


j cd bc 1 


66. Lorsque les dénominateurs sont complexes , 
on peut , pour soulager l’esprit, commencer par in- 
diquer seulement les opérations ,pour les exécuter 
ensuite : ce qui est plus facile en les voyant ainsi 
indiquées. 


a x 


Par exemple, si j’avois ~,+ 4 b 


a— b 1 ' 4 J7+T i’ écrirois 

ax X (3à+^) + 4^X(o b ) X ( 3 a 4* ® > = 

ex X (a — fi) alors faisant les opérations indiquées , j’aiï- 
rois 3 a 1 x+air + u a’i — 8 a fi 1 — 4 b i =acx — 
b c x \ transposant , 3 a 1 x + a b x — a c x -j - fi c x = 
4 fiî -f- 8 a b- — i 2 a 1 fi j et enfin, (6i)en divisant x = 
4 6 J — S a b* — 12 a 5 fi 

3 a* 4* a fi — ac 4- bc. 

Application des principes précédens à la résolution 
de quelques questions simples. 

67 . Quoique nous nous soyons proposés de ne 
traiter, avec quelque détail , des usages de l’Al- 
gèbre , que dans la seconde section , nous croyons 
néanmoins à propos de préparer à ces usages , en 
appliquant dès-à-présent les principes précédons , 
à quelques questions assez faciles. Cela nous don- 
nera lieu, d’ailleurs , de faire quelques remarques 
utiles pour la suite. 

Les règles que nous venons de donner , sont 
suffisantes pour résoudre toute question du premier 
degré , lorsqu’une fois elle est exprimée par une 
équation. Pour mettre une question en équation, 

on 


Digitized by Google 



DE MàTHÉMA Tt Q U E S. 4$ 
fin peut faire usage de la règle Suivante : Repré- 
senie ç la quantité ou les quantités cherchées , cha- 
cune par une lettre ; et ayant examiné avec atten- 
tion l'état de la question , faites à l’aide des signes 
algébriques , sur ces quantités et sur les quantités 
connues , les mêmes opérations et les mêmes raisory 
nemens que vous fene £ , si connaissant les valeurs 
des inconnues , vous vouliez les vérifier. 

Cette règle est generale , et conduira toujours 
à trouver les équations que la question peut four- 
nir. Mais il est bon d'en diriger l’application par 
quelques exemples. 

QUESTION PREMIÈRE : Un pere et un fils ont cent ans à 
eux deux le pere a 40 ans plus que le fils : on demande 
quel est l’âge de chacun ! 

Avec une attention médiocre, on voit que la question 
se réduit à celle-ci : Trouver deux quantités qui réunie» 
fassent 100, et dont l’une surpasse l’autre de 40. Or il est 
facile de voir que dés que l'une de ces quantités sera 
connue, la seconde le sera aussi , puisque, si la pius 
grande , par exemple , éroit connue , il ne s’agiroit que 
d’en ôter 40 pour avoir la plus petite. 

Je représente donc la plus grande par x. 

Maintenant , si connoissant la valeur de x , jevoutois 
la vérifier, j’en retrancherois 40 pour avoir le plus petit 
nombre ; je réunirois ensuite le plus grand et le plu» 
petit pourvoir s’ils compo»entico.Imitons doncce procédé. 

Le plus grand nombre est x 

Le plus petit sera donc. ... . ... . . . x 40 

Ces deux nombres réunis font a* 40 

Or, par les conditions de la question, ils 

doivent faire 100 

Donc ax 40—ïco 

Il ne s’agit plus, pour avqir x , que (l’appliquer les règles 
données ( 56 ) et (60). La première donne **=100+40 

140 

ou ax=i4o , et la seconde x = —=70 > a y ant trouvé 

le plus grand nombre x , j’en retranche 40 pour avoir le 
plus petit , et j’ai 3 o pour celui-ci. Ainsi les deux âges 
demandés sont 70 et 3 c. 

Marine. Algèbre. D 
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En réfléchissant sur la manière dont nous nous som- 
mes conduits pour résoudre cette question , on peut 
voir que les raisonnemens que nous avons employés , 
ne sont point dépendans des valeurs particulières desnom- 
bres ioo et 40 qui entrent dans cette questionjot que si , 
au lieu de ces nombres , on en eût proposé d’autres , il 
eût fallu se conduire de même. Ainsi si l’on proposoit la 
question de cette manière générale : Deux nombres réunis 
font une somme connue et représentée par a ; ces deux nom- 
bres different entr eux d'un nombre connu représenté par b : 
comment trouverois-je ces deux nombres l 

Ayant représenté le plus grand par. ... x. 


Le plus petitsera donc x—B. 

Ces deux nombres réunis font zx — b. 


Or selon la question , ils doivent composer le nombre 
a ; il faut donc que 2 x — b*=a. 

Transposant , on a i * = 1 + J , et divisant x = 

a-\-b a b 

——ou x = 2 +~r 

3 z ■ , 

C’est-à-dire , que pour avoir le plus grand , il faut pren- 
dre la moitié dea , çt y ajouter la moitié de b -, ce qui 
m’apprend que , lorsaue je connaîtrai la somme a de deux 
nombres inconnus , et leur différence b , j'aurai le plus granc[ 
de ces deux nombres inconnus , en prenant la moitié de l* 
somme , et y ajoutant la moitié de la différence. 

Puisque lepluspetitdesdeux nombres est x — b , U sera 

a b , . ; , 

donc —4 0 , ou en réduisant tout à une seuls 
2 2 

a -j- b — 2 b a — b a b 

fraction-, ( 4 ô) il sera' , ■ c’est-à-dire, 2 ou 3 a 

donc , pour avoir fj plus petit , il faut ôter la moitié de 
b , do la moitié de a 7 c’est-à-dire , retrancher la moitié 
de la différence , de la' moitié ils la somme. 

On voit par-là comment en représentant d’une manière 
générale, c’est-à-dire, par des lettres , les quantités con- 
nues qui entrent dans les questions , on parvient à trouver 
des règles générales pour la résolution de toutes les 
(tuestions de môme espèce. Cette régie que nous venons 
de trouver, est celle que nous avons donnée (Geom. 3 oi). 

Souvent des questions paroissent différentes au pre- 
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exemple , s, o„ proposoi. cm , P “ r 

Partager un nombre connu et représenté „ , 

pontes , r une soit moLndre o / a «, A«* 

^ une quantité connue et représentée par h [I f ’ 

™ rqU e celle q u. 5 .i„„ ef, e ^ 

Question seconde : Parta *?, u » r 

H tadreif ,ue',eu, «TS”'."™ " *'°? f"' 1 ” ' 
Nommons donc c^tte nluc noi « *.* 

«*“ f' '» -« maniire , La dEST*'' “ “ 

i-a plus petite partie est 

Donc la moyenne est . * ’ ) * , 

Et la plus grande x J 40 

9f îj®* trojs parties réunies font. .**"*’ 3 * t 80 
ailleurs la question exige qu elles fas- + * 2 ° 

Il faut donc que 3 'x+ 120 = 7x0 ’ * 720 

.Æ 3 q ; - x„ règl r 

r:; î^ss-sar.^ L } *■ 

parties reunies font en effet 720. d ~ S * ° S tro,s 
Il est encore évident, dans cet evomni 
les nombres proposés, au lieu detre l, P !°’ T 10 qUand 
été différens, la question a-iroit m 7 ’ 4 ° et ° c eussent 
de la même manE^us^ Sd"*" ” ré *° udre 
tionsdans lesquellesil s’agi? de parta^ern ° Utes , les <l ues - 
a en trois parties, telles § qué f excès de «nombreconmi 
^r la plus petite , soit un homb “Îoînu e? « g ” Mt ^ 
par b, et que l’excès de la moyenne sur la J. 1 

soit c ; en raisonnant de même! on dira f P PeUt ° 

Représentons la plus petite , par. " , 

L.a moyenne sera. r * x , 

Et la plus grande x c . 

Ces trois parts réunies,' fom. 3 x 4 - 34 . 

Or elles doivent faire... o x -j- t> -j- c 

Ij faut donc que 3 x + b + e ^= a '. * 

D a 
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Donc transposant, 3 x =a — 6 — c, et divisant,*- 4 

r 


«j . 

C’est-à-dire, que pour avoir la plus petite, il fautre- 

petite de 76 , et dont la plus grande surpaie la plu* 
petite de 87 ; j’ajouteroisles deux d.fTerences 7à 8 'J 
qui me donneroit 162; retranchant 16a de 642 , U reste 
480, dont le tiers 160 est la plus peutep^t. Lesd. 
très sont donc 160 + 76 ou 236 et 160 + 87 ou *47- 
Au rpste les deux questions que nous venonsde don 

JL, pas besoin du secoure A - 

gèbre ; mais leur simplicité est propre a faut > voir cia» 

*. m .„; U do„,ou -W,.J,sre 

que nous avons donne pour mtiuo m u 

équation. 

QUESTION TROISIÈME : Partager un nombre^ connu par 
exemple 1426c , « trois partiesqui 

Us nombres 3, 6 « H J c'est-à-dire, donr /a pr^ son i 
la seconde:: 3 : 6 , et dont la première soit a la troisième 

3 Si 1 je connoissois lune des parties, la première , par 
exemple, voici comment je la veri R rois. 

j/che',«hcois .pur une rigU do .no. 
nombre qui fût à cette x parue . • > , j 

partie. J e q chercherois, de même,un autre nombr 
â cette I 1 ® partie : : Il : 3 ; ce seroit 3m« p r m : 

sant ces trïis parties , elles devroient former 14^6 • 
tons donc ce procédé. .... x 

I^OTKneScViVüiÜ. 'l.',u4rüme' «n»0 

de cette proportioii 3 : 6 : : x : 5 x 

Ce quatrième terme, ou 1 a seconde partie, sera donc . g 

Pour trouver la troisième, je calcule le quatrième 
terme de cette proportion 3 : 11 : : x • 

Ce quatrième terme ou la troisième partie sera 

donc “ ’ 3 
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6 x ' n x L - 

Ces trois part* réunies font x -}- + -J , ou x + 

16 x 

~ 3 ~ ’ 


Mais la question exige qu’elles fassent 14*60; U faut donc 


quex + — 


i425o. 


Pour avoir la valeur de x , je fais ( 64 ) disparaître 
le dénominateur 3 , et j’ai 3 x + 16 x =42760, ou 
j 9 x = 42750 ; donc ( 60 ) en divisant par 19, 

x ■ — r — ' h= 2a5o. La seconde part qui ek-r- , sera 
10 *3 


donc 


l 9 

5 X 2260 


11250 


,ou 


, ou 3750 j et la troisième qui 


11 x 11 X *a5o 24750 

est — sera ,ou — ■ — . ou 0250 ; ces trois 

3 3 3 


parts réunies, forment en effet 14250; d’ailleurs les trois 
nombres 2260,3760 , 8250, sont entr’eux comme les 
trois nombres 3 , 6 et 11 , ce qui est facilede voir en divi- 
sant les trois premiers , par le môme nombre 760 , ce qui 
( Arith . 170) ne change poipt leur rapport. 


Si le nombre qu’on propose de partager , au Heu d’ê- 
tre 14*60, étoit tout autre; s’il étoit en général repré- 
senté par a , et que les nombres proportionnels aux par- 
ties en lesquelles on veut le partager , au lieu d’être 3 , 
5 ,ii, fussent en général trois nombres connus et re- 

Ï irésentés par les lettres m , n , p , .• il est visible qu’il ne 
audroit qu’imiter ce que nous venons de faire. 

Ainsi la première part étant représentée par x 

Pour avoir la seconde , je calculerais le quatrième '*• 
terme de cette proportion m : n : : x : 

• A X 

Ce quatrième terme, ou la seconde part, seroîtdonc— 

m 

Et pour avoir la troisième , je calculerais le qua- 
trième terme de cette proportion m: p : : x : 

Ce quatrième terme, ou la troisième part, seroit doncJLf* 

m '• 

B X p X 

Les trois parts réuaies leroient dope x+ +“ ,ou 

D 3 
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34 


, fl X 4p X 

* 4 > or elles doivent faire a ; il faut donc que 


*4 


”*4 p * __ a . 


Chassant le dénominateur , on a m x - 4 - n x - 4 - p x — 


m a ,c t par conséquent (pi) en divisant, x = * 

m 4 n 4 p 

ce qui nous donne lieu de faire remarquer l’utilité de l'Al- 
gèbre , pour déc’ouvrir des règles de calcul. 

Si l’on vouloit calculer le quatrième terme d’une pro- 
portion dont les trois premiers seraient m 4 n 4 p ■ m : : 
a : ; il est visible , ( Arirh. iyç ) que ce qua- 

a m 

triéme terme seroit *- ; et puisque nous 

m + n + p 

trouvons que x est exprimé par la même quantité , 
ooncluons-en que , pour avoir x , il faut calculer le 
quatrième terme d’une proportion dont le premier est la 
somme des parties proportionnelles, le second , la pre- 
mière de ces parties ; et le troisième est le nombre 
même qu’il' s’agit de partager ; ce qui est précisément la 
règle que nous avons donnée ( Arith 197). 


QUESTION QUATRIÈME : On a fait partir Je Dreux r 
pour Brest , un Courier quifcilt 2 lieues par heure. Huit heunt 
apres son départ , on en fait partir un autre de Paris , pour 
Brest , et celui-ci fait 3 lieues par heure. On demande où il 
rencontrera le premier , sachant d'ailleurs qu’il y a ij lieues de 
Paris à Dreux. 

Si l’on me disoit combien le second courier doit faire 
de lieues pour attraper le premier , je vérifierois ee nom- 
bre en cette manière. Je chercherais combien le premier 
a dû faire de chemin , pendant que le second a été en 
marche ; et comme ils en doivent faire, en même temps, 
à proportion de leur vitesse, c'est-à-dire, à proportion du 
nombre delieues qu’ils font par heure; je trouverais 
combien le premier a dû faire , en calculant le quatrième 

terme de cette proportion 3 : 2 : : le nombre 

de lieiioè faites par le sééoml, est an nombre delieues que 
]e premier auré' faites 'dans le même temps. Ayanttrouvé 
ce quatrième terme, i’y ajouterais le nombrede lieuesque 
le premier courier a tlû faire pendant les & heures qu’il avoit 
d’avanqe , et enfin les 17 lieues de Paris à Dreux ^ 
qu’il avoir aussi d’avance pet le tout. devrait former la 

t a 
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nombre de lieues que lesecond a faites. Conduisons-nous, 
de la même manière , en représentant par x , le nombre 
de lieues que fera le second courier. 

Pour trouver le nombre de lieues que le premier fait 
pendant que le second fait x, je calcule lequatrième terme 
de cette proportion. . .3 : a : : x ce quatrième terme 
2 X 

est 3 5 or pendant 8 heures , ce même premier ceu- 
rier a dû faire 1 6 lieues , à raison de a lieues par 
heure ; et puisqu’il y a 17 lieues de Paris à Dreux , si 

a x 

l’on réunit ces trois quantités , on aura 3 + 16+ 17» 

. 2 x ... 

ou ”3" + 33 pour le chemin qu’aura dû faire le second 
courier, lorsqu’il attrapera le premier. Puis donc, qu’on 
a supposé qu alors il auroit 19 it x de lieues , il faut 
a x 

que T -h 33 *= x. 

11 ne s’agit plus que d’avoir x par le moyen des 
règles données ci-dessus. Je chasse donc le dénomina- 
teur 3 , et j’ai (64 ) l’équation 2 x -+• 99 = 3 x ; trans- 
posant tous les x dans le second membre et réduisant, 
j'ai 99 = x; c’est-à-dire , que lés deux couriers se ren- 
contreront , lorsque le second courier aura fait 99 lieues, 
ou qu’ils se rencontreront à 99 lieues de Paris. 

En effet, pendant que le second fera 99 lieues, le premier 
en fera 66 lieues, puisqu’il fait 2 lieues pendant que Io 
second en fait 3 ; or il a iôlieues d’avance , par les 8 heures 
dont son dépaTt précédecelui du second, et il a déplus 
17 lieues d’avance , comme partant de Dreux ; il sera 
donc alors à 99 lieues de Paris , c’est-à-dire , au mémo 
endroit que le second. 

Avecun peu d’attention, on voit que quand on changeroit 
lesnombresqui entrent dans cette question , la manière de 
raisonneret d’opérern’en'sèfoit pas, pour cela-, différente. 
Représentons donc, en général, par n, l’intervalle des deux 
lieux de départ, qui étoiti7 lieues dans la question précé-’ 
denté : représentons par b le nombre 1 d’heures dont le 
départ du premier courier précède celui Au second, - par 
e, le nombre de lieUes que le premier fait par heure j et » 
par d , le nombre de lieues que fait le second par heure. 

Si nous représentons toujours par x le nombre de lieues 
que le second courier doit faire pour rencontrer le premier. 
x sera encore composé dd diinterval le des deux lieux de 
départ, dù -chemin que la premier peut faire.pen.dant 1© 
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nombre b d'heures , et enfin du chemin que le premier 
fera pendant tout le temps que le second sera en marche» 
Pour déterminer ce dernier chemin , j’observe que les 
deux couriers marchant alors pendant le même temps , 
doivent faire du chemin à proportion de leur vitesse , 
ainsi x étant le chemin que le second est supposé faire, 
j’aurai celui que fait le premier pendant ce temps , en 
calculant le quatrième terme d’une proportion qui com- 
menceroit par ces trois-ci , d : c : : x : ; ce quatrième terme . 

sera donc-^~(^rirfi.i79)ou simplement — .Orpuisqu* 

ce premier courier est supposé faire le nombre c de lieues 
par heure , il a dû, dans le nombre b d’heures, en faire b de 
fois autant, c’est-â-dire , 8 fois si b vaut huit, 3 o fois si 
b vaut trente ; en général , il en doit faire autant qu il y a 
d’unités dans cX b eu b c } il en a donc fait une quantité 
exprimée par b c. 

c x 

Réunissons donc maintenant le nombre de lieues 
avec le nombre de lieues b c , et avec le nombre de 


ex -, 

lieues c , ftt le tout -f b c + a sera ce que 1* 
second a dû faire : or on a supposé que x étoit ce qu’il 

c x 


a dû faire ; donc x zzz. j -f- b c a. Chassant le dé- 
nominateur, on a d x- — c x-j-£ c d+a d ; transposant , dx— 

fied-bad 

cx=è«d-f ad ; divisant enfin (6i) on a x = — 


qui donne ] 3 solution de toutes les questions de 
cette espèce , au moins tant qu’on suppose que les deux 
couriers vont du môme côté, etquele départ du courier 
qui va le moins vite , précède celui du second. 

Pour montrer l’usage de cette formule , reprenons 
l’exemple précédent , et rappelions-nous que, dans ce cas, 
a représente 17 lieues ; c’est-à-dire , a = 1711*1*$ , b = 
8 heures f c=2iieuei, d = 3 !‘ euc ‘. Alors lavaleur générale de* 


3 — z 

x — - -}- 48 , , 

■ ■ = 99 ; comme ci-dessus. 

Tel est donc l'usage de ces solutions générales, qu’eny 
substituant à la place des lettres , Les nombres qu'elles sont 
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destinées à représenter , et faisant les opérations que la 
disposition et les signes de ces lettres indiquent , on 
trouve la résolution de toutes les questions particulières 
de même espèce. 

Par exemple , si l’on proposoit cette autre question : 
L'aiguille des heures d’une montre répond à 17 minutes , et 
cille des rçinutes répond à 24 minutes , c'est-à-dire , qu'il est 
3 h 24'' : on demande à quel nombre d’heures et de minutes ces 
deux aiguilles seront l'une sur l'autre ! 

Puisque l’aiguille des heures et celle des minutes mar- 
chent en même temp6 , la quantité h , par laquelle nous 
avons représenté ce dont le départ d’un des couriers pré- 
cède celui du second , est ici zéro. L’intervalle des deux 
lieux de départ est ici le chemin que l’aiguille des minutes 
a à faire pour venir de la vingt-quatrième division du ca- 
dran , à la dix-septième, c’est-à-dire , que a = 63 divi- 
sions : or , pendant que l’aiguille des minutes parcourt, 
les 60 divisions, celle des heures n’en parcourt que 5j on 
a donc c = 5, d= 60. Puisque 6=0 , je rejette de la 

formule x = a j e terme h c d t ou b X c d , 

fl— C 


parce que zéro multiplié par tout ce qu’on voudra , fait 

> a d 

toujours zéro. J’aurai donc, pour lecas présent 

et en substituant pour a , d , c , leurs valeurs , 


53 X 60 
60 — 6 


3i8o 46 

l ~6T= 57 55 


: 5- j c'est- 
' 11 


i-dire , qu’il faudra que l'aiguille des minutes parcoure 
encore 5 7 divisions et T ’ T ; ainsi , puisqu’elle répondoit à 
la vingt-quatrième division , elle répondra à 81 divisions 
et ; ou , puisque 60 divisions font un tour , les deux 
aiguilles seront lune sur l’autre à ai' T ’ T de l’heure sui- 
vante , c’est-à-dire , 4h 21' T j. 

L’avantage des solutions littérales sur les solutions nu- 
mériques , ne consiste pas seulement en ce que , pour 
chaque question particulière , il ne s’agit plus que de 
substituer des nombres : souvent, par une certaine pré- 
paration, on rend ces solutions susceptibles d'un énoncé 
simple et facile à retenir. Par exemple , la formule 


a d -j- h c d 
d — c 


que nous venons de trouver, est dans ce 
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cas : la quantité d étant facteur commun des deux terme* 
du numérateur , on peut écrire la valeur de x en cette 

( a-f-b c ) X d , 

- — j or, sous cette forme, 

d — c 


maniéré , x 


on peut reconnoître que la valeur de x est le quatrième 
terme d’une proportion dont les trois premiers seroient 
d — c : d ■ : a -j- b c : j mais do ces trois termes , le pre- 
mier d — c , marque la différence des vitesses des deux 
Couriers ; le second d , marque la vitesse du second Cou- 
rier ; et le troisième a -j- b c, est compose de l'intervalle a 
des deux lieux de départ, et de la quantité b c ou c X b 

a ui exprime combien le premier Courier faitde lieues pon- 
ant le nombre d’heures qu’il a d’avance ; en sorte que 
a -{- b c marque toute l’avance que le premier a sur le se- 
cond ; la résolution de la question peut donc se réduire i 
cet énoncé : Multiplie j le chemin que le premier fait par heure, 
parle nombre d’heures qu'il a d’avance, et l’ayant ajouté à l'in- 
tervalle des deux lieux de départ , faites cette règle de trois. . • 
La différence des vitesses dos deux couriers, est à la vitesse 
du second, comme la somme des deux nombres que vous 
venez d'ajouter, est à un quatrième terme: ce sera lenom- 
bic de lieues que le second courier doit faire pour ren- 
contrer le premier. Ainsi dans le premier exemple ci- 
dessus, le premier courier ayant 8 heures d’avance, et 
faisant 2 lieues par heure , on a 16 lieues à ajouter â 17 
lieues , intervalle des deux lieux de départ, ce qui donne 
33. Je calcule donc le quatrième terme de cette propor- 
tion 3 — 2 : 3 : : 33 : , ou 1 : 3 : : 33 : i ce quatrième 
terme est 99 , comme ci-dessus. 


Au reste , qu’il y ait des fractions ou qu’il n y 
en ait point, c’est toujours la même règle. Par 
exemple , si le premier courier faisoit 7 lieues 
en 4 heures; le second, i3 lieues en 5 heures r 
si le premier courier avoit i5 heures d’avance, 
et qu'enfin l'intervalle des deux lieux de départ 
fût de 42 lieues, je dirois : Puisque le premier 
courier fait sept lieues en 4 heures , c’est \ 
de lieues par heure ; pareillement pour le- 
second, c’est Y de lieue par heure; donc pen- 
dant les i5 heures que le premier a d'avance. 
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ii doit , à raison de ’ de lieue par heure , 
faire 1 5 fois J de lieue ou de lieue , lesquels 
ajoutés à 42 lieues, font 42 *+• ou je 
calcule donc le quatrième terme de cette pro- 
portion ~ | : y :: ce quatrième terme 

cpra ü v y? * ! 

sera } ou ( AritL Io6) JJ ^_^ OUj ( en 

"s " v s r _ r 

réduisant les deux fractions inferieures , au 

T s 49 ; ?49 

même dénominateur ) , - à ~ F » ou “17 , ou 

(Arith. 109) ni ou enfin car en 

omettant le facteur 20 qui doit multiplier le 
numérateur et le dénominateur , on ne change 
rien à la fraction, La valeur de i-pr est 2 °% 
C'est le nombre de lieues que le second Courier 
- seroit obligé de faire. 

Réflexions sur les quantités positives et les quantités 
négatives. 

, 69. Lorsqu’on a ainsi résolu d’une manière géné- 
rale toutes les questions d’une même espèce , on 

{ jeut souvent faire usage de ces formules généra- 
es , pour la résolution d’autres questions dont les 
conditions sgroient toutes opposées à celles qu’on 
a eu en vue de remplir : un simple changement de 
+ en — , oy.de — en + dans les signes des quan- 
tités , suffit souvent. Mais avant de faire connoître 
ce nouvel usage des signes , il faut les considérer 
sous un nouvel aspect. 

Les lettres ne représentent que la valeur abso- 
lue des quantités. Les signes + et — n’ont repré- 
senté jusqu’ici que les opérations de l’addition et de 
la soustraction; mais ils peuvent aussi représenter > 
dans plusieurs cas , la manière d’être des quantités 
les unes à l’égard des autres. 
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Une même quantité peut être considérée sotis 
deux points de vue opposés , ou comme capable 
d’augmenter une quantité , ou comme capable de 
la diminuer. Tant qu'on ne représentera cette 
quantité que par une lettre ou par un nombre , 
tienne désignera quel est celui de ces deux aspects 
sous lequel on la considéré. Par exomple , dans 
l’état d’un homme qui auroit autant de bien que 
de dettes, le même nombre peut servira exprimer 
la quantité numérique des unes et des autres ; 
mais ce nombre , tel qu’il soit , ne feroit point 
connoître la différence des unes aux autres. Le 
moyen plus naturel de faire sentir cette différence , 
c est de les désigner par un signe qui indique l'effet 
qu elles peuvent avoir l’une sur l’autre : or l’effet 
des dettes étant de retrancher sur les possessions , 
il est naturel de désigner celles-là , en leur appli- 
quant le signe — . 

Pareillement si l’on regarde une ligne droite 
(Jîg - 1 ) comme engendrée par le mouvement d’un 
point A , mu perpendiculairement à la ligne BC , 
on voit que ce point pouvant aller , ou de A vers 
D, ou de A vers E , si l’on représente par a le 
chemin AD ou AE qu’il a fait, on ne détermine 
pas encore absolument la situation de ce point. 
Le moyen de la fixer , est d’indiquer, par quelque 
signe , si la quantité a doitêtre considérée à droite 
ou à gauche : or les signes -4- et — sont propres 
à cet effet; car si l’on estime le mouvement du 
point A , à l’égard d’un point L connu et regardé 
comme terme fixe ; lorsque le point A se meut 
vers D , ce qu’il décrit tend à augmenter LA ; et 
lorsqu’il se meut vers E , ce qu’il décrit tend au 
contraire à diminuer LA ; il est denc naturel de 
représenter AD par -4- a, ou simplement par a , 
et au contraire , de représenter AE par — a. Ce 
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serait tout le contraire , si au lieu de rapporter la 
mouvement du point A au point L , on l’avoit 
rapporté au point O. 

Les quantités négatives ont donc une existence 
aussi réelle que les positives, et elles n'en diffèrent 
qu’en ce quelles ont une acception toute contraire, 
dans le calcul. 

Les quantités positives et les quantités négatives 
peuvent se trouver et se trouvent souvent mêlées 
ensemble dans un calcul, non seulement parce que 
certaines opérations ont conduit , comme nous 
l’avons vu jusqu’ici, à retrancher certainesquantités 
d’autres quantités ; mais encore , parce que l’on a 
souvent besoin d’exp^mer dans le calcul , les diffé- 
rens aspectssous lesquels on considère les quantités. 

70. Si donc après avoir résolu une question , 
il arrivoit que la valeur de l’inconnue trouvée par 
les méthodes ci-dessus , fut négative ; par exem- 
ple , si l’on arrivoit à un résultat tel que celui-ci , 
x = — 3 , il faudrait en conclure que la quan- 
tité qu’on a désignéepar x, n’a point les propriétés 
qu’on lui a supposées en faisant le calcul, mais des 
propriétés toutes contraires. Par exemple , si l’on 
proposoit cette question : Trouver un nombre cjui 
étant ajouté à i 5 donne 10; cette question est évi- 
demment impossible. Si l’on représente le nombre 
cherché par x, on aura cette équation x+ 1 5 = 1 o , 
et par conséquent , en vertu des règles ci-dessus , 
x = 1 o — i 5 ou x = — 5 . Cette dernière 
conclusion me fait donc voir que x que j’avois 
considéré comme devant être ajouté à 1 5 pour 
former 10 , en doit au contraire être retranché. 
Ainsi toute solution négative indique quelque fausse 
supposition dans 1 énoncé de la question ; mais en 
même temps elle en indique la correction , en ce 
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ference entre la distance totale et le chemin qu’aura fait 
le premier Courier: or le chemin qu'aura fait celui-ci, est 
composé du chemin qu'il peut faire pendant sept heures , 
et du chemin qu’il fera pendant que le second sera en 
marche : à l’égard de ce dernier chemin , on le détermi- 
nera en calculant le quatrième terme de cette proportion 


3 : 2 : : x : ce quatrième terme sera -j— ; et puisque 

le chemin que fait le premier courier pendant les sept 
heures qu’il a d’avance, doit être de 14 lieues ,*à raison 
de 2 lieues par heure , il aura donc fait en tout 144. 
2 x 

; donc il ne reste à faire pour le second courier , 
que la quantité ioo_ 14 _ - - ou 86 | x ; puis 

O 

donc qu’on a représenté par x ce qu’il avoit à faire , il 

faut que x = 80 | x ; équation d’où l’on tire 3 x 

2^8 

258 — 2 x , ou 5 x 258 , ou enfin x=— — •= 5 i |- 


Or si l’on substitue dans la formule x^=z~, 

• d 4. c 

que nous prétendons convenir à ce cas; si l’on substitue, 
dis-je, ico pour a, 7 pour b , 3 pour d, et 2 pour c, on 

100 X 3 7 X * X 3 3 oo 42 

aura x = — — — 

3 + a 6 


258 

5 


61 j; ce qui est absolument la même chose.' 


A mesure que nous avancerons , nous aurons soin de 
fixer de plus en plus l’idée qu’on doit se faire des quan- 
tités négatives. 


72. Comme il importe beaucoup d’acquérir 
la facilité de mettre'en équations, nous joignons ici 
quelques questions simples , pour exercer les com- 
mençans, nous contentant d’en donner le résultat 
pour servir à confirmer leurs essais. Après avoir ré- 
solu ces questions en nombre , ainsi qu’elles sont 
proposées , on fera très-bien de s’exercer à les ré- 
soudre , en substituant des lettres aux nombres.: 
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c’est en imitant ainsi les solutions particulières J 
que l’on acquiert la facilité de généraliser et d’é- 
tendre ses idées. 


Trouver un nombre qui étant successivement ajouté à 5 et i 
12, donne deux sommes qui soient l'une à l’autre, comme $ est 
à 4. . . . Réponse. 16. 

Trouver un nombre dont la moitié , le tien et les ~ réunis, 
surpassent ce nombre de 7. . . . Réponse. 3 o. 

On emploie trois ouvriers , dont le premier fait 5 toises d’ou- 
vrage par jour , le second 7 , et le troisième 8 ; on demande en 
quel temps ces trois ouvriers travaillant ensemble , feront 100 
toises . . . . Réponse. 5 jours. 

On a loué un ouvrier paresseux , à raison de 24 sous pour 
chaque jour au il travaillerait ; mais d condition de lui retenir , 
sur ce qui lui serait dû , 6 sous par chaque jour qu'il ne tra- 
vaillerait pas. On lui fait son compte au bout de 3 o jours , et 
il se trouve qu'il na rien à recevoir ; on demande combien de 
jours il a travaillé. . . . Réponse. 6 jours. 

Un homme achète un cheval qu’il vend ensuite 100 livres 
de plus qu’il ne l’a acheté. A ce marché il se trouve gagner 
IC pour cent du prix qu'il le vend; on demande combien il f« 
acheté ! Réponse. 900 livres. 

On a payé une certaine somme en quinze paiement qui ont 
été en augmentant toujours de la même quantité ; le premier 
paiement a été de 7 livres , le dernier de 37 livres ; ondemand « 
de combien chaque paiement augmentait . . . . Réponse. 2 If. 

On a de l'eau de mer , qui sur 3 a livres , contient une livre 
de sel; on demande combien il faudroit y mêler d'eau douce 
pour que sur 52 livres du mélange , il n'y tût plus que 2 onces 
de sel ! Réponse. 224 livres. 

Des Equations du premier degré , à plusieurs 
inconnues. 

t 

\ 

73. Soit qu’il y ait plusieurs inconnues , soit 
qu’il n’y en ait qu’une , la méthode qu'on doit 

suivi 
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Suivre pour mettre en équation est toujours lamêine. 
Mais, en général, il faut former autant d’équations 
quepeuvent en donner les conditions delà question. 
Si ces conditions sont toutes distinctes et indé- 
pendantes les unes des autres ; et si en même 
temps , chacune peut être exprimée par une équa- 
tion, la quastion ne peut avoir plus d’une solution, 
lorsque toutes ces équations sont du premier degré, 
et qu’en même temps il y en a autant que d’incon- 
nues. Mais si quelqu’une des conditions se trouve 
ou explicitement ou implicitement comprise dans 
quelqu’une des autres , ou si le nombre des con- 
ditions est moindre que le nombre des inconnues,' 
alors on aura moins d’équations que d’inconnues j 
et la question peut avoir une infinité de solutions, 
à moins que quelque condition particulière , mais 
qui ne peut être expriméepar une équation, n’en 
limite le nombre. Nous éclaircirons tout cela pat 
ades exemples. 

Nous supposerons d’abord deux équations et 
tleux inconnues. 

Les règles que nous avons établies concernant 
les équations à une inconnue, ont également lietf 
pour les équations à plusieurs inconnues -, mais il 
faut y ajouter la règle suivante pour les équations 
à deux inconnues. 

• 

74. Prene^dans chaque équation la valeur d'une 
\ même inconnue ,en opérant comme si tout le reste étoit 
connu ; égale £ ces deux valeurs , et vous aureç une 
équationquine renfermera plus que la seconde inconnue j 
que vous déterminerez par les réglés précédentes. Celle - 
ci étant trouvée , substitue^ sa valeur dans l une ou. 
l’autre des deux valeurs que vous av eç prises par l<t 
première opération , et vous auréola seconde inconnue. 

far exemple, si javois les deux équations ix + j f 

Marine . Algèbre . E 
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5=24,5 x+ 3 y — 65 . De la première , je tireîot® 

en transposant , 2 x =24 — y, et en divisant x:— t - 

3 > 

Del* seconde, je tire en transposant, 5 x= 6 b ——3 y , 
. _ 65 — 3 ;y 

«t en divisant x — _ 

J’d^ale les deux valeurs de x, en écrivant — - 

0 a 

■ — ■ — '"-1- , équation qui ne renferme plus que 1s 

aecoH.de inconnue y. 

Pour avoir la valeur de y , je chasse ( 64 ) les 
dénominateurs 2 et 5 , et j’ai 120— 5 j=i 3 o 
— 6 y : transposant et réduisant , j’ai y = 1®. 


Pour avoir x,je substitue, au lieu de 7 , sa valeur im 
dans la première valeur de x trouvée ci-dessus. ( On pour- 
roit également substituer dans la seconde ). Cette substi- 

. ° 3 IO 1 4 

fcution me donne x — — — — — — 3 — 7. 

2 

75. Prenons pour second exemple, les deux équation* 
1 ^— 2 , et } X 4-1 y ^ * 9 * 

Je commence par chasser les dénominateurs (64) 
dans chacune de cos équations , ce qui les change en ce» 
deux autres ,24 x — 25 y = 60 , et 8 x -f- g y = 228 , 
De la première de ceS deux-ci , je tire en£transposani 

. . 60 4 - 25 v 

24 x 5= 60 + 25 y , et eft divisant, x= -L 

*4 * 

De la seconde , j’ai en transposant, 8 x = 228 ——9 y , 
. . 228 — 97. 

«t en divisant , x= 


J'égale ces deux valeurs de x , en écrivant 


228 — 


6c 4*26 y 

24 


9y 


■j équation qui ne renferme plus que 7. 


8 

Pour avoir la valeur de cette inconnue , je chasse I« 

dénominateurs , et j’ai 48° ~b 200 7 — 6472 21 ^j * 

transposant, il me vient aco 74- 2167 = 5472 — ‘- 4 °c, 

qui se réduit à 4167 = 49925 enfin, divisant, j ai 7» 

— 4 ’ s== 12. 
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Pour avoir x , je mets , au lieu dey, sa valeur 14 
dans l'une ou l’autre des deux valeurs de x $ dans la 

première, par exemple ,c’est-à dire, dans x— ~ 

. , 6o + a5X 12 6o-f-3oo 

laquelle devient pas-la , x = - 

i5. 


;eo x 

1 * 


ak 


*** 


76. Prenons pour troisièmeexemple , les deux équation* 
|x *= J x 4- T y — 9 et | x — ij-y m -J y — 6. 

J e commence par faire disparoître les dénomma teurs(64)i 
J’ai 56 — x 35 x 60 y — 1260. 

Et 56 x — 20 y =*36 y — 4 2 °- 

De la première je tire, en transposant et réduisant^ 

6oy — 1 26a 

21 x==* 00 y — 126 s , et en divisant *x = — _ 

2 I 


La seconde me donne, en transposaitt et réduisant 

bh V - 4.20 

=s 55 y — ‘ — 420, et en divisant , x = — — — 


66 


56 

Egalant ces deux valeurs de x, j’ai ~ 

_ 65y — 420 
* 56 

Pour avoir la valeur dey dans cette équation , je chassa 
Jes dénominateurs , et j’ai 336oy — 70660=1 i55y — 8820} 
transposant et réduisant, il vient 22b5y=6i74oj enfu# 
en divisant , on a y = ®y j5f° === 28. 

Pour avoir la valeur de x, je Substitue , au lieu de y % 

6 a valeur 28 , dans réquation x == fe y .- . . l 2 Ü 2 trouvée 

21 

60X28 1260 

ci-dessus j ce qui donne x = 


21 


•»W 


1680— 1260 420 


21 


21 


20 -' 


77. Si les équations étoient littérales , on opé« 
jreroit de la meme manière. Ainsi , si l’on avoit 
les deux équations a x + b y = c , et d x-\~fy 
*= ét , dans lesquelles a, b, c* d , e,f, marquent 
vies quantités connues , positives ou négatives; 
V première doime-roit , par transposition a xz=.i 

£ A 
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c~b y 

- — by, et par division, x — “ilasecond# 
donneroit de même par transposition dx — e 

e — f y 

. — fy , et par division x — j . Egalant 

c—by t -fy 

ces deux valeurs de .y , on auroir ~~Z = ~~2 î 
chassant les fractions , on a cd — bdy — ae 
— a fy > transposant , afy — b dy-= ne — cd -, 

a e — c d 

enfin , divisant ( 6t ), on a y = a j—bd • 


Pour avoir la valeur de x , il faut substituer , au lien 


de y , sa valeur 
de x , dans x i 



, dans l’une des deux valeurs 
, par exemple. Cette substitu- 


— b X 


a e 


— c d 


f— bd 


taon donnera x = 

— c b e — b c d 


qui revient à jf 


af—b d 

c= a , OU (45) réduisant c en fraction . « 

afc — bcd — abe -ybed afc—abt 

, 7f — bd aj—bd 

X — ' J" ' , OU X “= a y 

afc abf ^ fc — be 

ou (5a), x = a a j — a b d >ou«nfin(33)x — af—îd. 


78. Nous avons supposé jusqu'ici , que les 
deux inconnues se trouvoient toutes deux dani 
chaque équation. Lorsque cela n’arrive point , le 
calcul ne différé des précédens qu’en ce qu’il est 
plus simple. 

• Par exemple , si l’on avoit b a x = 3 b et c x -f- d y =s 

3 b 

r; la première denneroit x — ; et la seconde y 

à a - „ 
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t — d y .35 

fc — . Egalant ces deux valeurs , on auroit — - 

c b a 

€ — d y * 

d’où chassant les dénominateurs, transposant 


et réduisant , on tire y — 


6 a e — 3 5 


b a d 


Des Equations du premier degré , d/rm et à nnpiu J 
grand nombre d'inconnues. 

79. Ce que nous venons de dire e'tant une fois 
Vieil conçu, il est facile de voir comment on doit 
se conduire, lorsque le nombre des inconnues et des 
équations est plus considérable. 

Nous supposerons toujours qu’on ait autant 
d’équations que d’inconnues. Si l’on en a trois, on 
prendra dans chacune lavaleur d’une mémeinconnue , 
comme si. tout le reste étoit connu. On égalera ensuite 
la première valeur à la seconde , et la première à l‘t 
troisième ; ou bi.n l’on égalera la première à la. 
seconde , et la seconde à la troisième. On aura, par 
ce procédé, deux équations à deux inconnues seule - 
ment, et on les traitera par la règle précédent & 
(74)- 

Soient , par exemple , les trois équations , 


De 


3 

x -f 6 y 

4 - 7 

s «=» 

179 

8 

x -f 3 y 

— 2 

? — 

64 

6 

x - y 

+ 3 

? =■ 

7 b 

la 

première 

» je 

tire 

, par transposition ÿ 

179- 

-6 y — 7 1 

; et. 

par division , x=— - — — — — 

3 * 


De la seconde , j’ai , par tranposition , 8 x ■ 

■ji .. . . 64 — 3 y -b 2 î 

— 3 y + 2 1 , et , par division x — : - 

Dans la troisième, j’ai, par transposition, b x=ybt 


-3 f, et par division x = 


3ï 


l Egalant la première valeur de x à la seconde , j ai 

E 3 
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*79 — 5 y — 7 T „ 64 — 3 y + 27. 

3 ' 8 

Egalant de même la première à la troisième , j’ai 
*79 — h J ~ 7 ? _ 7 5 + y ~ 3 ?. 

3 . , 6 

Comme il ny a plus que deux inconnues, je traite ces 
deux dernières équations, suivant la règle donnée (74) pour 
les équations à deux inconnues. 


Je chasse donc d’abord les dénominateurs y 
ce qui me donne les deux équations suivantes 
U 4 3 - 2 — 40 y — 56 £ =3 192 — 97-f6^,et 
895 — 25 y — 35 £ = 225 + 3 y — 9 

Je prends dans chacune de ces équations la valeur 
de y : la première me donne en transposant et réduisant, 

1240 62 r,= 3i y, et en divisant, y — 

La seconde me donne , en transposant et réduisant , 

670 — 26 1 = 28 y , et en divisant , y = ^ ° ■ * 

J égalé ces deux valeurs de y, et i’ai — — — ~r: — - 


670 — 26 l , 

== - } qui ne renferme plus qu une inconnues 

Pour en avoir la valeur, je chasse les dénominateurs, 

et j’ai 34720 1736^=20770 8c 6 j. Transposant 

et réduisant , il vient 13950 =980 j ; divisant enfin , on 
__ 18950 1395 16. 

8 1 ÿoo 5-3 


Pour avoir y, je mets, au lieu de j , sa valeur i 5 , 
1240 — 62 7 

dans l’équation y — » que nous venons de 

O I 

1240 — 62 x i 5 

trouver ci-dessus; ce qui me donne y ■ — ■ — . 


1240—930 


3i 


3 io 

3l 


IO. 


Enfin, pour avoir x , je mets , au lieu dey, sa valeur 
îo, et au lieu de 7 , sa valeur iô, dans l’une des trois 
yaisuis cU h , trouvées t+dessus ; par exemple dans 
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7$ 


3 


, qui devient par-ià. 


106 


179 — 6 X IC — 7 X 179 — 60 

3 3 

179 ■ — ■ 16 6 __ 24 _ g 


Si toutes les inconnues n’entroient pas à la fois 
dans chaque équation ,1e calcul seroitplus simple, 
mais se feroit toujours d’une manière analogue. 

Par exemple , si l’on avoit les trois équations , 
b x 3 y — 66 , 2 y — j = 11, 3 *-f4 y — 67 

La première donneroit x -5 ^ ~ 3 7 - la seconde n* 


donnèrent point de valeur de * ; la troisième donneroit 
67 — 4 ^ 

x» 

3 


, il n’y auroit donc que ces deux valeurs 
66 — 3 y 57 — 4 7 

. NM - l t 


de x à égaler : elles donnent _ 

5 3 in- 

équation qui ne renferme plus d’x, et qui e'tant traitéo 
avec la seconde équation 2 y — y zs, 11 , selon les règles 
des équations à deux inconnues , donnera les valeurs de 
y et de y. En achevant le calcul , on. trouvera y S 9 , 

y — 10, x s 7. 

81. On voit par-là que s’il y avoit un plus grandi 

nombre d’équations , la règle générale seroit 

Prene dans chaque équation , la valeur d'une mems 
inconnue ; égale £ l’une de ces valeurs à chacune des 
autres y et vous aure £ une équation et une inconnue- 
de moins. Traite\ces nouvelles équations comme vous 
vene^ défaire pour les premières , et vous aurez encore 
une équation et une inconnue de moins. Continue 
ainstjusqu a ce qu enjtn vous parveniez an avoir plus 
quune inconnue. 

8 2 . Il ne sera peut-être pas inutile de placer: 
ici une règle générale pour déterminer les valeurs 

E 4 
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dos inconnues dans les équations du premier 
degré. Lorsque le nombre des inconnues est un 
peu considérable , et que les équations renfer- 
ment tous les termes quelles peuvent renfermer, 
on est conduit , par la première méthode , si 
elles sont littérales , à des valeurs plus compo- 
sées qu’il ne convient ; à la vérité , on peut 
les réduire ; mais c’est un travail qui devient 
d'autant plus long que le nombre des inconnues 
est plus considérable. D’ailleurs nous réduirons , 
par la suite , l’art de chasser les inconnues 
dans les équations qui passent le premier degré , 
à celui de les chasser dans celles du premier 
degré. Les méthodes que l’on a eues jusqu’ici 

J tour éliminer ou chasser les inconnues , dans 
es équations qui passent le premier degré, ont 
toutes ( si l’on en excepte seulement celles 
qu’ont données MM. Euler et Gramer) l'incon- 
vénient de conduire à des équations beaucoup 
plus composées qu’il ne faut. Ces dernières 
même ne sont point à l’abri de cet inconvénient , 
lorsqu’on a plus de deux inconnues. Il peut donc 
erre utile de donner ici des moyens faciles pour 
avoir le» valeurs des inconnues dans les équations 
du premier degré. C’est ce que nous allons faire 
après avoir exposé une seconde méthode qui 
peut avoir son utilité dans plusieurs rencontres. 

Soient les deux équations 3 8 1 et 3 x — 4 jr 

9. Si l’on retranche la seconde de la première , on aura - 
8 yr 7a , et par conséquent , y ~ — 9. Au contrain» si 

l’on ajoute la première équation à la seconde , on aura f> x 
K 90, et par conséquent , x S V* S iô. On voit donc 
que lorsque les deux équations sont telles que le coeffi- 
cient de l une des inconnues , est le même dans chacune, 
il est très-facile par une simple addition ou une simple 
soustraction , de réduire les deux équations à n avoir 
qu’une inconnue. 
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83. Mais ne peut-on pas ramener les équations à cet état t 
On le peut toujours ; il suffit pour cela de multiplier 
l’une des deux équations par un nombre convenable. Voici 
comment on doit s’y prendre pour trouver ce nombre. 
Soient les deux équations 4 x -j- 3 y s 66 , et 5 x 8 y :5 
in. 

Je représente par m, le nombre dont il s’agit, et je mul- 
tiplie une des deux équations , la seconde par exemple , 
par m , ce qui me donne b m x -j-SmySin m. Je l’a- 
joute avec lapremière, et j’ai 4 * +6 mx + 3 y + 8 m y 
65 -j- 1 1 1 rn , qu'on peut écrire ainsi ( 44 -âm)x + 
(3-f-8m)yr:65-|- 1 1 1 m. 

Si je veux maintenant faire disparaître lesx, je n’ai 
qu’à supposer que le nombre m est tel que 4 -f 5 « 
®» ce qui me donne m ~ Cette supposition ré- 
duit 1 équation à (3 -j-8 m )) S 65 + III m, qui 


, 65 4- m m 

donne y s 1 


3 -j- 8 ni 

pour m sa valeur — *- , devient y S 

3a5 444 ■ 


i équation qui , en mettant 


6b — 


3 X 

f 


112 

5 


i5 — 32 


— XL 

6 


119 5 

b 17 17 


*9 


Si au contraire , j'avois voulu faire disparaître les y , 
j’aurais supposé m tel que 3 + 8/nïo, c’est-à-dire, 
que j’aurais égalé à zéro, le coefficient ou multiplicateur 
de y, ce qui m'aurait donné m m — J. Cette supposition 
réduit l’équation à(4 + 6b -j-iiim qui 

65 + il* ». , 

donne x s — — — —J, équation qui , en mettant pou? 

4 + 6 m 

tn sa valeur actuelle — 


| , devient x : 


528 ' — 333 


8 


8 


6b — I » } 

: Tzxr 

4 — «• 


32—16 


187 


8 


XL 

8 


*7 


84. Si l’oa avoit trois équations et trois inconnues, oq 
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multiplierait Ta seconde par un nombre * et la froîsiéifc# 
par un nombres, et les ajoutant , ainsi multipliées, à la 
première, on supposerait égal àzéro , le coefficient de cha- 
cune de deux des trois inconnues x,y et j. On aurait , 
pour déterminer ni et a , deux équations que l’on traiterait 
comme dans le cas précédent. 

Par exemple, prenons les trois équations 3 * 4* 5 y 4- 7 f 
!= 179 ; 8 x-f 3_y — - 2 ? 64,5 * — y 4- 3 ? = 75 qu» 

nous avons déjà traitées. En multipliant la seconde par v 
*», la troisième paru, et les ajoutant à la première, oit 
aura 3*+8>mx-f5n*4-5y-f-3 m y — ny + 7 £ 

*— 2«;4- ? n 7 " 179 + n 4- 76 n qu'on peut écrire 
ainsi-, ( 3 -f- 8 m 4- 6 n )>t 4- ( 5 4 3» — n ) y 4" 

' 7 î »43s ) 1794 * 54 m 4- 76 n. 

Si c’est 1 que je veux avoir , je supposerai 3 4*8 m 

“r on ET o et 5 4* 3 m — ■ n ~ o ; ce qui réduit 

J équation 3(7 — 2 m 4 " 3 n ) j =s 179 4 - 64 m 
a_ . , 179 4- 64 m 4- yb n 

7 b n , qm donne 7 s . 

* 7 — 2 m 4* 3 n 

i] ne 5 agit donc plus que de déterminer m et n, ce que 
Ion fera par le moyen des deux équations 3 4" 8 n 
4-5 n = o , et 5 4 * 3 m — n = o, que l’on traitera 
comim dans le cas précédent , c’est-à-dire , qu'on multi- 
pliera la seconde par un nombre p et on l’ajoutera à la 
première , ce qui donnera 4 4 - 5 p 4^8 m — 3 p m. 

+ 5 n — p n -zzz o , qu’on écrira ainsi , 3 4 - 5 p 
4- C 8 -f 3 p ) w _j_ ( $ — p ) n — o. Pour avoir n , 
on supposera 8 4 . 3 p — 0 , ce qui réduira l’équation 
à3-f5p4-(5 p ) n == o , qui donne 

* = ; or l’équation 8 4 3 p = o 

o — — p , 

4o 

•— 3 1 - - 

' 3 • 

«lonne p | ; donc n = ■■ ■ — — - , qui se ré- 


6 H 

3 

duit à n c= j par une opération semblable , on 
ü8 

trouvera m — — — — 0 » substituant donc dans la vale^ 

M 
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a3 a3 

à i r=s i5. On voit par-là comment on s’y seroit pris î 
si au lieu de ^ ,onavoit voulu avoir y ou x; mais, lorsque 
l’une des inconnues est trouvée, il seroit superflu de 
recommencer un- calcul semblable pour chacune des au- 
tres , il faut substituer la valeur de cette inconnue dans 
les équations proposées : et employant une équation de 
moins , on détermine les autres valeurs , comme pour 
Je cas où il y a une équation de moins 


85. En suivant cette méthode , ou la première, 
on peut trouver des formules générales qui repré- 
sentent les valeurs inconnues dans tous les cas 
. imaginables. C’est ainsi qu’on trouvera que si l’on 
représente généralement deux équations du pre- 
mier degré à deux inconnues par a x+b y-\-c—o > 
et a'x+b'y-^r c't=o , ce qu'on peut toujours faire, 
en passant tous les termes dans un même membre, 
et représentant par une seule lettre la totalité 
des quantités connues qui multiplient chaque 
inconnue , et la totalité des termes entièrement 
connus , on trouvera , dis-je , que les valeurs de 
x et de y , sont exprimées en cette manière ; 

_ bc' — b'c a'c — ac' 

X ; ab'—'a'b 5 y 7 = ’ab'—a'T- 

Pareillement , si l’on représente trois équations du pre- 
mier degré à trois inconnues , par ax-4-éy-f-cî-f-£?=o, 
b'y -4- c>\ -4- d'=zo , a"x -b-b ,, y-+-c ,, s-+-d ,, zzzo , on. 
trouvera que les valeurs de x, y et y, sont exprimées en 
cette manière : 

—ab'd''- f- a'bi" — a' 'bd' -4- ab^d 1 — a'b"d -4- a" bel 

^ — {- ab'C' — a!b"c -4- a 'bc' — ab"cf -4- a!b"c — a"b'c 

— c'dc' 1 -f- a'bc" •— a" de" —1— ae'd" — — a'cà'' -+- a" ci 

y -4- ablc " — ' a'bc" -4- a^bc 1 — ab”c’- 4- a'b’’c — a” Pc 

_ — b’c”d -4- bc'U! — - bc'd"- 4- bVc'd — b"cd’-i-b’cd'" 
* -4- abhU — a ’bcli “b* al! bel — abî’c’-i-albVc— allb’c,] 
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Pour 4 équations et 4 inconnues , on aüroit quatr# 
fractions dont le numérateur et le dénominateur auraient 
chacun . 24 termes. Ils auraient 120 termes pour 5 incon- 
nues ; 720 , pour 6 , et ainsi de suite, selon le produit 
^ des nombres 1,2, 3 , 4,6, etc. * 

Application des Règles précédentes , <z la résolution 
de quelques questions qui renferment plus d’uns 
inconnue. 

S 6. Question première : Un homme a deux 
espèces de monnaie : sept pièces de la plus forte 
espèce , avec dou^e pièce ; de la seconde , font 288 liv.; 
et 1 2 pièces de la première espèce , avec sept de la 
seconde , font 358 livres. Gn demande combien vaut 
chaque espèce de monnaie. 

Si l’on savoit combien vaut chaque espèce de 

{ nèce , en multipliant la valeur d'une piece de 
a première espèce , par 7 , et celle d’une pièce 
de la seconde espèce , pas 12, et ajoutant les * 
deux produits, on trouveroit 288 livres; pareil- 
lement , en multipliant la valeur d’une pièce de 
la première espèce, par 12 , celle de la seconde 
par 7, et ajoutant les deux produits, on trou- 
veroit 358 livres ; cela étant , si je représente 
par x le nombre de livres ou la valeur d’uné 
pièce de la première espèce , et par y celle 
d’une pièce de la seconde espèce , je pourrai 
raisonner ainsi : 

Chaque pièce de la première espèce valant 
x , les sept pièces vaudront 7 fois x , ou 7 x ; 
par la même raison 1 2 pièces de la seconde 
espèce vaudront 1 2 y ; il faut donc que 7 x-pi 2 y 

e=r 206 . 

* Si l’on veut s’instruire plus à 
fond île la manière de déterminer 
les valeurs des inconnues dans les 
Equations du prouver degré. on 
peu t consulter l'Ouvrage que nous 
avons piildié en 1779 , sous le titre 
Theone générale d€i £quations Atgé- 


briquei, Paris, iW,°. On vrrouvera 
une méthode très- générale et 
très-expéditive pour déterminer 
roules à la fois ou séparément, le* 
'valeurs des inconnues dans les 
[Equations, soit numériques, soit 
[littérales. 
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Un raisonnement semblable à l’egard de la 
seconde condition, fera voir qu’il faut que 12 x 
4 -y y =rr 358 . Il ne s’agit donc plus que de 
trouver les valeurs de x et de y. Pour cet effet» 

I 'e prends dans chaque équation la valeur de x. 
première me donne , après la transposition 

et la division , x la seconde me donne 

358 ^ 

x ~ — ; j’égale ces deux valeurs de x > et 


• 1 » 1* . ... 288 ïzy 

î ai 1 équation 


358 — 7j r 

12 • 


Pour tirer de cette dernière la valeur de y ; 
je chasse les dénominateurs (64) et j’ai 3466 
• — 144 y = 2606 • — 49 y, ou en transposant et 
réduisant 950 = 95 y , ou enfin en divisant, 

.y =s^= 10. Pour avoir*, je reprends lapre- 

, . 288—123» _ , 

imere valeur de x , savoir x = — , et subs* 

, 288— 12X10 

tituant pour y , sa valeur 1 o , j ai y = 

288—120 168 , 1 , r 

— — - =— — 24; donc la plus iorte piec® 

étoit de 24 livres, et la plus petite de 10 livres. 
En effet, 7 pièces de 24 livres font 168 livres, 
qui avec 12 pièces de io livres ou 120 livres, 
font 288 livres. De plus, 12 pièces de 24 livres, 
qui font 288 livres , avec 7 pièces de 10 livres 
qui font 70 livres , donnent 358 livres. 

Question seconde : On a mêlé ensemble une 
certaine quantité d'or et une certaine quantité d'ar- 
gent. Tout le mélange fait un volume de 12 pouces 
cubes , et pèse 100 onces : un pouce cube d'or 
pèse j 2 onces y, et un pouce cube d'argent en pèse 
6 £. On d mande quelle est la quantité d'or et 
quelle est la quantité d'argent -qui ont été alliées / 
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Si l’on connoissoit le nombre de pouces cuteg 
de chaque espèce de matière , en ajoutant ces 
deux nombres , ils donneraient 1 2 pour leur somme. 
De plus , en prenant 1 2 onces * autant de fois 
qu’il y a de pouces cubes d’or , c’est-à-dire , en 
multipliant 1 2 * par le nombre des pouces cubes 
d’or , on auroit le poids de l’or qui entre dans 
le mélange , et en multipliant de même 6 onces % 
par le nombre des pouces cubes d’argent, on 
auroit le poids de l'argent, et en ajoutant ces 
deux produits ils formeraient 100 onces. 

Raisonnons donc de la même manière en repré- 
sentant par x le nombre des pouces cubes d’or, et 
par y le nombre des pouces cubes d’argent : il 
faut donc que x y =: i2. D’un autre eôté , 
chaque pouce cube d’or pesant 1 2 onces * 
ou Y d’once, un nombre x de pouces d’or pèsera , 

38 * . . , 

X x ou -y. Par la meme raison chaque 

pouce cube d’argent'pesant 6 onces 5 ou s ,* d’once, 
un nombre y de pouces cubes , pesera ^ X y ou 
^ y ; donc l’or et l’argent réunis pèseront -Y a 
-4- ~y ; or ils doivent peser 100 onces , donc -/ 


x -+- t y 100 . . 

Pour trouver les valeurs de x et de y, je chasse 
les dénominateurs de cette dernière équation ,• 
et j’ai 342 x -h- 186 y = 2700. De la première 

équation je tire x = 12 — y , et la dernière 
donne x = ; égalant ces deux valeur^ 

2700 — 1 86y 
on a 12— y = 3^ • 

Pour avoir y je chasse le dénominateur , et 
il me vient 4 104 — 342^ = 2700 — 186 y; trans- 
posant et réduisant, 1404= r 5 6 y, et enfin en 
divisant y = -rn = 9 ; et comme on a trouvé 


( 
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x =12 — 'y, on a donc x= ! 3 , c'est-k-dire , 
qu’on a mêlé 3 pouces d’or avec 9 pouces d’ar- 
gent. En effet, le tout fait 12 pouces cubes. 
D’ailleurs 8 pouces cubes pesant chacun ra 
onces 7 font 38 onces , et 9 pouces cubes pesant 
chacun 6 onces § font 62 onces , lesquelles avec 
les 38 font 100 onces. 

Si les deux matières qu’on a mêlées avoient 
des pesanteurs spécifiques * différentes , et si le 
volume , ainsi que le poids total du mélange , 
étoient différents de ce qu’on vient de supposer , 
la méthode , pour trouver les quantités de chaque 
espèce de matière , n’en seroit pas moins la / 
même ; ainsi pour renfermer dans une seule , 
toutes les solutions des questions de cette espèce, 
supposons généralement que le nombre total des 
pouces cubes des deux espèce de matière soit, a 
Que le poids total du mélange exprimé en 
onces soit. * b 

Que le poids d’un pouce cube de la première 
matière soit. c 

Et celui d’un poucê cube de la seconde 
soit. d 

c et d étant exprimés en onces. 

Alors si nous représentons par x le nombre des 
pouces cubes de la première matière , et 1 par y la 
nombre de pouces cubes de la seconde ; nous 
aurons pour première équation -t- y — a% 
D’ailleurs chaque pouce de la première rai- 


(*) On appelle pesanteur spécifique , la pesanteur d’un corps dont 
ie volume est connu. Quand on dit : Un tel corps pèse îa livres ; on 
ne détermine que le poids de ce corps, et non pas celui de l’espèce 
de matière dont il est composé ; mais quand on dit , par exemple . 
»a pouces cubes a' eau commune, pesait 7 onces 6 gros , alors on déter- 
mine la pesanteur de cette espèce d’eau ; on met en état de déter- 
miner corfilrijtn pesé tout autre volume connu de cette même eau. 
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tière pesant c d’onces , dès qu'il y a x de poucé# 
cubes , la quantité de la première matière pesera 
cXrou ex. Par la même raison , la quantité da 
la seconde matière pesera dy ; en sorte que le 
total pesera cx-^-dy, et comme il est supposé 
peser b , il faut que ex ■+• dy = b. 

Cela posé , la première équation donne x — 

a — y la seconde donne x - y ; égalant ces 

deu* valeurs ,o»a«-,= i z± chaSsant Io 

C 

dénominateur, il vient ne — cy—b' — dy, trans- 
. ac~—b 

posant et divisant, j/=; 

Pour avoir la valeur de x , il faut substitue# 
dans l’équation x = a — y , la valeur qu’en 
vient de trouver pour y , et l’on aura x ^ 

a -f. b - — — y , ou l’on voit que j’ai changé les 

signes du numérateur de T7 _, parce que y 

doit être retranché de a, (i i). Cette valeur de x 
peut être simplifiée , en réduisant le tout en 

, „ . , ac — ctà-\-b — ai 

fraction (45) , ce qui donnera x = 


c — d 


ou en réduisant 5 x — • 


■ ad 


c — 'd • 


b ^ ad a c ' b p • ^ 

Les valeurs x = y-j , ety = ^-^quel onvienï 

de trouver, peuvent fcurn : r une règle susceptible d uni 
énoncé assez simple, pour la résolution générale de tou- 
tes les questions de cette espèce. 

Pour trouver cette règle, il faut faire attention , t. que 
i marque le poids total du mélange} que a marquant 
le nombre total desparties du mélange , et die pouls d une 
des parties de la seconde espèce , a d marque ce que pe- 
seren le volume du mélange, s’il étoit compose seule- 
ment 


Digitized by Google 



( 


•> . ^ 

ce Ma ï hé ivïa tiques; 8 * 

r |A 

fcaent do la matière do la seconde espèce. En effet, sî 
tout le volume étoit d’argent , par exemple, on trou- 
verait son poids total , en multipliant la pesanteur d 
d’un pouce cube d’argent , par le nombre total à des 
pouces cubes. Enfin le dénominateur c — d est la diffé- 
rence des pesanteurs spécifiques do chaque espèce de 
matière. 

Si l’on analyse do mémo la valeur d<t y, on verra qué 
â c est ce que pèserait le volume du mélange , s’il étoit 
uniquement composé de la première matière. De là on 
pourra conclure cette règle. 

Calcule; ce que peseroit le volume du mélange, s 1 il étoit corn- 
posé Seulement de la seconde matière ; retranche ; ce poids du 
poids total actuel du mélange , et divise ; le reste par lâ dif- 
férence des pesanteurs spécifiques des deux matières .• le quo- 
tient fera le nombre des parties de la première qui entre dans 
h mixte. 4 

Au contraire , pouf avoir le nombre de parties de la seconde 
matière , calcule; ce que peseroit le volume du mélange , s’it 
étoit tout entier de la première matière ; retranche;-en le poids 
total actuel du mélange , et diviseï le reste par la même quantité 
que ci-dessus. 

Cette règle est précisément, ce qu’on appelle en Arith- 
métique , la règle d' Alliage; et qu'en Arithmétique nous 
avons renvoyée à cette troisième partie. 

On peut , à eette même^question , en ramener line in- 
finité d’autres qui, au premier coup d'œil, ne semblent 
pasde même espèce. Parexemple, celle-ci : Faire 522 li- 
vres en quarante-deux pièces , les unes de 24 liv. et les autres d( 
6 livres; car avec un peu d’attention, on voit que cütfè 
question est la même que cette autre ; un mixte composé de 
42 pouces cubes de matière, pèse ‘j 22 onces ; des deux ma- 
tières qui y entrent , l'une pèse 24 onces par pouce cube , 
et l'autre 6 onces. En suivant la règle précédente, 011 trou- 
vera qu’il faut 16 pièces de 24 livres, et 27 pièces de 6 
livres. 

La même règle servirait encore à résoudre cette autre 
question. Un pied cube d'eau de mer pèse 74 livres ; un pied 
cube d'eau de pluie pèse 7 G livres ; Combien faudroit-il mêler 
ensemble d’eau de mer et d'rau de pluie , pour faire de l’eau qui 
pesât j; livres par pied cube 

On voit par-là , combien il peut être utile de s’accou- 
tumer de bonne heure â représenter, d’une manière géné- 
rale , les quantités connues qui entrent dans les questions f 
Atari rie. Algèbre. F 
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*t à interpréter ou traduire les résultats algébriques de# 
solutions des problèmes. 


QUESTION TROISIEME. On a trois lingots , dam 
chacun desquels il entre de l'or , de l’argent et du cuivre. L’ailiagt 
dans le premier est tel , que sur 16 onces , il y en a 7 d'or , 
8 d'argent, et 1 de cuivre. Dans le second , sur 16 onces , il 
y en a 5 d'or , 7 d'argent et 4. de cuivre. Dans le troisième , 
sur 16 onces, il y en a s d'or , 9 d'argent et 5 de cuivre. On. 
veut , en prenant differentes parties de ces trois alliages , com- 
poser un quatrième lingot , tel que sur 16 onces, il s’en trouvt 
4. onces et en or , 7 }■£ en argent , et 3 en cuivre. 

Représentons par x le nombre d’onces qu’il faut pren- 
dre du premier lingot j par^ , le nombre d’oncesqu'il faut 
prendre du second ; et enfin par { , le nombre d'onces qu'il 
faut prendre du troisième. 

Puisque 16 onces du premier contiennent 7 onces 
d’or; on trouvera ce que x d'onces de ce même lingot 
peuvent contenir d'or, en calculant le quatrième terme 
de cette proportion 16 : 7 : : x : ; ce quatrième terme 


7 x 

sera ~ ; par un raisonnement semblable , on trouvera 


5 y 

qu’en prenant y d'onces du seeond lingot , on prend — 

1 

en or , et sur le .troisième — — . Ces trois quantités réu- 
** 16 

7 x* *1" V ”1* 2 f p 

nies font - — 1 ; or, on veut qu’elles fassent 4 if 

16 


ou ü 


donc w JJ. 

10 


Pour satisfaire à la seconde cortdition , on remarquera 
de même , qu’en prenant x d’onces sur le premier lingot , 

on prend nécessairement — — , d’onces en argent sur le 

: , ' ' " ' l6 

7 V 

second — - ,et enfin sur le troisième , on prend néces- 

16 

sairement —S— , ces trois quantités réunies font 
16 
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n 


8* + 7 .y -f- 9 r 

*“* — J "V » comme on veut qu elles fassent?^ 

OU Hfc» . on a„r.< L? Ï7J f 9 |,« ai 

16. 

Enproqédpntda la mênjejpaniére^on aura-poyr ^a^ifjira 
à la troisième eondition, l'équation * 4 - 6 ? 

». . - » */C 

' • ' . 10 *: *Tff. 

vQmmpJe nombre 16 est diviseur commun des déut 
n^m .ires de chacune des trois équation* qu’ton-’ vient dé 
trppver, ou peut le supprimer -, et alors on aura les troii 
équations suivantes 'a: .v m i ; , - f 

7 * + 5 y + 2 if 7 p, 

8 * + 7 jr + '9 f — 122, „ — " 'I 

'r* , , * + 4 y + é 7 r= 56. 

1 liant de chacune la valeur <Ja* où aura r !rr ' 

' • ’ ' ’ 1 ‘ ' f 

» » , 79 rrr A y -rra»- 3 f 

i * 1 4V ‘ ■ 1 h . T «* — 


i m : lie 


7 

m ~ 7 l 


> i ■ >t> I rrrt . 
ji- •*, sicv^.- 
— CC — ; Cr. — - 
* j v. ; U ri / p 
tîb **.•• :u ,V 


- , - <r 

’ • . ! * I î) P • n • • 

» v ” » : j :tn%tcb% ,ic •>•■ ro- 5 odc •> 

, 79 :*-»• & j> *7 ’ -■ lia . — 7 j-a-qjJpfr 


On aura- 


" ~ 'V 1 

. V *."*;« » T ‘ .F 

79—57 


et 


2 f 


*6 


. 8 

«*"* |f(* # * 


>i fb 


,7" . 2 ;’ , 7 ü ? ù";r= : mn r * T 4 y 

Slffe? inconnues., et 

en passant tous les v d un côté et réduisant , 9 v ~ 3 „ 
7ï > . 2 3,— — JOÔ— 33 ; ; li première de ces deux 
équations donne ,=i^2ZÎ ; « ,. !econd 

'O 9 J 

_ 3o5 — 33 z 

-$ i «salant ces dèitfc valeurs de y , 

F a 
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. 222 — 47 j 3o6 _ 33 ? , , 

j’ai 1 LL- — — j chassant Ici 

9 23 

diviseurs, 5io6 — 1081 * = 2754 — 297 trans- 
posant, 6106 — 2754 = 1081 î — 297 t ; réduisant, 

'Ta _ a 2 3 ^2 _ 

a352 =27041» et enfin, en divisant, j = — - — 2= 3. 

, _ ; ' 7 . . 7°4 

Pour avoir la valeur de 7 , je substitue dans l'une de* 
deux valeurs qu’on a trouvées ci-dessus pour 7, j’v subs- 
titue , dis-je, au lieu de j, sa valeur 3 , qu’on vient de 

trouver ; par exemple en su bs li tuant dans y -s: -a* ? 

222 — 141 , , _ _ 

) a, >= j j ~ v — 9 - 


Enfin, pour avoir*, je substitue , au lieu dej* et de j , 
leurs valeurs 9 et 3 flans l’une des trois valeurs qu’on a 
trouvées ci-dessus pour * ; par exemple , dans la dernière , 
savoir * — 5$ — 4 y — 6 j , et cette valeur devient x , 
e== 55 36 — 1 5 = 55 _ 5 1 s 4 > c’est-à-dire , puis- 

qu'on trouve x s= 4 , y= 9 et 1 ssa 3 , qu’il faut prendre 
4 onces du premier lingot , 9 du second et 3 du troisième, 
et alors le nouveau lingot contiendra en or, 4 onces et 44 * 
en argent , 7 onces 44 ; et en cuivre , 3 onces j-g. 

En effet , puisque le premier lingot contient sur 16 
onces , 7 onces d’or , 8 d’argent et 1 de cuivre , il est évi- 
dent que si l’on prend 4 onces seulement de ce lingot , 
on aura 77 d’once en ory tf en argent et T \ en cuivre. 
Par une raison semblable , en prenant 9 onces du second 
lingot , on aura *4 en or, $$ en argent et en cuivre ; et 
•n prenant 3 onces du troisième lingot , on aura T ® 3 en or , 
44 en argent , et 44 ? n cuivre. ( 

Réunissant les trois quantités dé chaque espèce de ma- 
tière, provenantes destrois lingots, on aura Ç|, , f| ou 

4 li » 7 t? ct 3 7V pour les quantités d’or, d'argent et de 
cuivre -qui entreront, en effet , dao6 le quatrième lingot. 


iiuly y uol j* 
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Des ças ou les questions proposées restent indéter- 
minées , quoiqu'on ait autant d'Equations que 
d’inconnues ; et des cas oh les questions sont 
impossibles. , 

87. "Il arrive quelquefois que quoiqu’on ait 
autant d’équations que d’inconnues , la question qui 
a conduit à. ces équations reste néanmoins indéter- 
minée ; c’est-à-dire , qu’elle est alors susceptible 
d'un nombre indéfini de solutions. 

Ce cas a lieu lorsque quelques-unes des condi- 
tions, quoique différentes en apparence, se trouvent 
être les mêmes dans le fond. Alors les équations 
qui expriment ces conditions sont, ou des mul- ' 
tiples les unes des autres, ou, en général, quelques-, 
unes d’entr’elles sont composées d’une ou de plu- 
sieurs des autres, ajoutées ou soustraites, multipliées 
ou divisées par certains nombres. Par exemple , 
une question qui conduire it à ces trois équations. 

5 x + 3 + 2 £ ~ 17 , 

8 x + 2 y + 4. 1 v — s 20 , ' 

18 x f 8j/ + 8 £ = 54 , 

« 1. 

seroitsusceptîble d’un nombre indéfini de solutions 
quoiqu’il semble , d’aprcs ce que nous avons vu 
plus haut , que x , j et ^ ne peuvent avoir chacun' 
qu’une seule valeur. De ces trois équations, la der- 
nière est composée de la seconde ajoutée avec le 
double de la première. Or , il est évident que les» 
deux premières étant une fois supposées avoir lieu, 
la troisième s'ensuit nécessairement; que par con- 
séquent elle n’exprime aucune nouvelle condition : 
on est donc dans le même cas que si l’on avoit 
seulement les deux premières équations : or, nous 

- F 3 
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verrons dans peu que lorsqu’on n'a que deux équa- 
tions pour trois inconnues , chaque inconnue est 
susceptible d’un nombre indéfini dé Valeurs. 


/ 


88. Le calcul fait toujours connoître les cas 
dont il s’agit ici ; voici comment. Il n’y a qu'à 
procéder à la recherche des inconnues, selon les 
règles données ci-dessus : alors si quelqu’une de? 
équations est comprise dans les autres , on arrivera 
dans le cours du calcul, à une équation identique 
c est-à-dire , à une équation dans laquelle lesdeux 
membres seront non-seulement égaux, mais encor» 
composés de termes semblables et égaux : autant 
on trouvera d’équations identiquès , autantdy aura 
d cquatiops inutiles parmi celles qui auront été 
proposées. 5n ; 


Par exemple , si de chacune des deux équations 6 x 
8 r S ix et — a, je tire la valeur do x, 

• ’ 1 * — 8 y 1 ’ 

j aurai x S- " '"g ",et *3 a — !ÿ: égalant ces deux 


valeurs , l'aurai- 


12 — 8 y 


; ok chassant les 
i4J, équation iden- 


6 ~ a - 

dénominateurs, 3(5 — 24 y = 3(5 
tique et qui ne peut faire connoître 1a valeur de y , parce 
qu’aprésla tianspositiorr et la réduction , on est conduit 
à cette équation o ~ o.- . 

Pareillement , des trois équations ci-dessus on tire 

v — r '7— 3 y—2{ 2 o— 2y— 4 ? 6.4-8j-8ï 

x— — ■“.* g «2 —, 

égalant' la première de ces valeurs à la seconde et à la 

troisième . .K aura' == et iZJO 

ib o 5 

= fÿ » chassant les dénominateurs , transposant 

rédüisant, et divisant , on aura , par la prënuêre , 

35—j— 4 v 


3 #- 44 { . j 

~ > j et par la seconde, y: 

'1 


14 


rr 


i valeurs 
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qui étant égalées , donnent l’équation identique 


36 -+- 4 7 


8 7 

36 t 4— 47 

Î 4 ~* 


i 4 


il ny a donc , dans ce cas , que deux équa- 


tions réellement distinctes. 

Mais si l’on avoit les trois équations suivantes : 

b x 


+ 3 y + 2 f 2 24 

V x + v y + b 1 a 60 

*6 *+ 9 ^+ 6 ^ CS 73 


, . . . * 4 — 3 y — 2fj 

La première donnèrent x — 5 J a se _ 

•onde , après avoir chassé les défiominateurs , transposé , 

. , . 120 — 16 y — 10 7 

réduit, etc., donneroit * 3 ^ — et j, 

7 3 9 ? — 6 7 . 

troisième x — 16 Egalant la premier» 

de ces valeurs à la seconde et à la troisième , on 

. 2 4 — 3 y — 27 iao — 16 y — ia 7 

auroit 7 3 — 1 


24 


3 y — 3 7 ^ 73 


ai 

9 y 


et 


~ 6 Î 


et 


, * ~ Tb 

en chassant les dénominateurs , 6co — 76 y —507 ~ 
6°o - 7 5 y - 5 o r , et 36 o - 46 y - 3o 7 = 36 o -46 y 
~ 40 f > «quations identiques et dont on ns peut tirer 
nl L nI , ï’ P arc f quelles se réduisent chacune à o~ 
o. U ny a donc ici , à proprement parler , qu’une seule 
équation. n 


Les questions qui conduisent à de pareils ré- 
sultats , sont indéterminées , mais ne sont pas im- 
possibles. Nous verrons dans peu, comment on 
doit les traiter. 


89 . Dans les cas dont nous venons de parler., 
e numérateur , et le dénominateur de chacune 
des valeurs des inconnues te ,y , £ , etc. que nous 
avons doimées (85) deviennent o , ce qui doit 
etre , ainsi qu’on peut le conclure facilement de 
ce n °us venons de dire. On peut donc , par 

F 4 
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le moyen de ces mêmes formules générales,' 
jreconnoitre les cas où quelques-unes des équations 
seront comprises dans les autres. 

90. Lorsqu’une question qui ne conduit qu’à 
des équations du premier degré estimpossible, on 
s’en apperçoità ce que la suite du calcul conduit à 
une absurdité, par exemple, conduit à dire, 4 — 3 . 

Si l’on avoit, par exemple, les deux équations. ; 

b x -j- 3 y — 3 o 
et 30 x -r 13 y — i 3 b. 

3 o — 3 y , 

La première donjieroitx — à et la seconde 
i 36 — 12 y 

x " 30 i égalant ccs deux valeurs , on a 

3 o— 3 y i 35 — 12^ 

6 aô ; chassant les dénominateur* , 

on a 6co — 60 y — • 67b — 6c y qui conduit à 600 
= 67b , ce qui est absurde j donc la question qui 
Conduirait aux deux équations , f> x -J- 3 y = 3 o, et 
io x + 12 y ft= x 35 , est impossible et absurde. 

91. Les solutions négatives indiquent aussi une 

sorte d’impossibilité dans la question ; mais cette 
impossibilité n’est pas absolue , elle est relative au 
sens dans lequel les quantités ont été prises : en sorte 
qu’il y a un sens dans lequel ces solutions sont 
naturelles et admissibles ; çtù a été dit (70)» 

Des Problèmes indéterminé 

92. On appelle Problème indéterminé toute 
question à laquelle on peut satisfaire en plusieurs 
manières , sans pouvoir déterminer parmi toutes 
Ces manières , quelle est celle qui donne lieu à la 
question. Ces sortes de problèmes ont toujours 
moins de conditions que d’inconnues; et envisagés 
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généralement, ils sont susceptibles d’une infinité de 
solutions ; mais il arrive souvent aussi que le nombre 
de ces solutions est limité par quelques conditions 
qui ne pouvant pas être réduites en équations , ne 
permettent pas de déterminerd’unemanièredirecte 
le nonibredes solutions que la question peut avoir. 

Si l’on proposoit cette question : Trouver deux 
nombres qui pris ensemble fassent 24; en nommant 
x l’un de ces nombres , et y l’autre , on auroit x 
+7 = 24 , équation de laquelle on tire x 
ZZl 24 — y. Or cette question est susceptible 
d’une infinité de solutions , si para- ety on entend 
indifféremment des nombres entiers ou des nom- 
bres fractionnaires, et des nombres positifsouné- 
gatifs : il suffit, pour y satisfaire, de prendre pour y 
tel nombre qu’on voudra ,et de conclurela valeur 
de x de l’équation x ZZZ 24 — y , en y substi- 
tuant pour y le nombre qu’on aura pris arbi- 
trairement ; ainsi si l’on suppose successivement 
y =1 1 , y ZZ 1 \ ,y ZZ 2 , y ZZ 2 \ , etc. on 
aura r — 23 , ar— 22 i, x __ 12 , x — 21 7, 
etc. Mais si l’on ne veut que des nombres entiers 
etpositifs, alors le nombre dessolutions estlimité; 
car pour que x soiti positif, il faut que y ne soit 
pas plus grand que 24. Et puisqu’on ne veut que 
des nombres entiers , il est évident que l’équation 
ne peut avoir en tout que 2.6 solutions en y com- 
prenant © ; en sorte que supposant successivement 
y ZZ o , y ZZ 1 , y ZZ 2 , y ZZ 3 , etc. on aura 
x — 24 , x ZZ 23 , x ZZ 22 , x ~ 21 , etc. 

93. Mais lorsqu’on impose la condition qüe les 
nombres demandés soient des nombres entiers et 
positifs, on ne voit pas toujours aussi facilement 
• que dans l’exemple précédent , comment on peut 
satisfaire à cette condition: les questions suivantes 
" ut propres à le faire connoître. 
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QUESTION PREMIÈRE : On demande en combien de met*- 
niera on peut payer 542 livres en donnant des pièces de IJ li- 
Vréi et en recevant en échange des pièces de 11 livres. 

Représentons par* le nombre des pièces de 17 livres, et 
par y celui des pièces de 1 1 livrés ; en donnant x pièces de 
17 livres , on paiera x fois 17 livres ou 17 * ; en recevant 
jpiècesde 11 livres on recevra 1 iy;parconséquent, onaura 
payé 17X — iiy ; et puisqu’on veut paver 642 liv. on aura 
%y x — 117 = 642. Tirons la valeurdey , c’est-â-dire, de 
l’inconnue qui a le moindre coefficient, et nous aurons y =5 
17 x — 642. 

11 

Gomme on n’a que cette équation, on voit qu’en mettant 
arbitrairement pour x tel nombre qu’on voudra, onaura pour 
y une valeur qui satisfera sûrement à l’équationjmais comme 
«question exige que x et y soient des nombres entiers, voici 
comment il faut s’y prendre pour y parvenir directement. 
17 x — 542 

La valeur de y «= n se réduit , en faisant 
la division autant qu’il est possible à y = x — 49 ■4* 
6 x — 3 $x — 3 

u ; il faut donc que Ti soit un nombre 

6 x — 3 

entier; soit u ce nombre entier , on aura n 
a= u , et par conséquent 6 x — 3 =2 11 * et x =3 
11 u -4— 3 / 

~6 , ou , en faisant la division, *=«-+- 

5 « + 3 6 u + 3 

6 ; il faut donc que 6 fasse un nombre 

5 ir + 3 

entier : soit t ce nombre entier ; cm aura 6 

6 t -3 

n=?r, et par conséquent 6 u + 3 =6 r et u = ô 

t - 3 t — 3 

=£3 1 -J- 5 : il faut donc que 6 fasse un nombre 

r ~— 3 

entier : soit s ce nombre entier, on aura 5 =r , 
et par conséquent t zzzb s + 3 : l’opération est terminée 
ici , parce qu’il est évident qu’en prenant pours tel nombre 
entier qu’on Voudra , on aura toujours pour t un nombre 
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entier tel que l’exige la, question, puisqu’il n’y a plus de 
«féfiominatéuY. 

Remontons maintenant aux valeurs dé x et yj puis 
, 6r — - 3 

qu’on a trouvé u =: 6 , en mettant pour t sa valeur 

3 o s 4 18 — 3 

b s 4 3 , on aura u = ~~ô = 6 » 4 3 ;■ et 

ii u + 3 

puisqu'on a trouvé x ssx "2 ~ , en mettant pour u sa 
66 s -f 3'3 -f- 3 

Valéiir , on aura x = 6 = 1 1 s 4 6 ; 

17 x — H* «, ,, 3- 

•nfin puisqu’on a trouvé y = 1 1 , en substituant 

187 ï + 102 — 644 
pour x sa valeur , an aura y =3 1 1 ' .! 

^==17 s — 40 ; ainsi les valeurs correspondantes de x et 
âé y fSônit x =su r 4 6‘ , et y ==17 s — 40. Par Iâ 
première on est libre de prendre pour s tel nombre entier 
<p/oîn Voudra ; mais la seconde ne permet pas de prendre s 
phispdtit que 3 ; en effet y devint être positif, il faut que 
Vj s soîtplus grand que 40, ou que s soit plus grand que 
Yj , o’est-à-dire , plus grand que 2. 

On peut donc satisfaire à cette question d’une infinité 
de ipanieres différentes , qu’ôn aura toutes en mettant dans 
les valeurs de x et de y, au lieu de s , tous les nombres en- 
tiers positifs imaginables depuis 3 jusqu’à l’infini ; ainsi 
posant successivement s = 3 , s =*,r =s 3 , **=*>, r = 
7, etc. on aura les valeurs correspondantes dexetdey, 
comme il suit ; 


==: 3 o. . 

. ... y sa n 

* 

= 60 

e= 28 

„ 

= 61 

= 46 . - 


— 7 2 

= 62 


= 83 , 

etc. = 79. 



Dont chacune esttelle qu’en donnant le nombre de piè- 
ces de 17 livres, désigné par x ; et recevant le nombre cor- 
respondant de pièces de ri livres, désigné par y , on paiera 
S 43 livres. 

QUESTION SECONDE : Faire 741 livres en 41 pièces + de 
trois espèces ; savoir r de 24 livres r de tg livres et de 19 
livres. 
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Soient x, y et j les nombres de pièces de chacune de 
ces trois especes ; puisqu’on veut en tout 41 pièces , on. 
aura x.° x + y + j =3 4i. 

2 8 Chaque piece de la première espece valant 24 livres , 
le nombre x de pièces vaudra x fois 34 livres ou 24 * ; par 
la même raison y pièces de la seconde espece vaudront 19 
y , et 1 pièces de la troisième espece vaudront 10 f ; ainsi 
les valeurs réunies des trois nombres de pièces différentes, 
monteront à 24 x -J- 19 y + 10 j ; et comme elles doivent 
monter à 741 livres , on aura 24 x + I9y + ï 53 74 1 * 

Je prends , dans chacune de ces équations , la valeur 
d’une même inconnue, peu importe laquelle ; de x, par 

741 — 19 v — 10 ?•» 

exemple , et j’ai x r: 41 — y — j, et x z: a4 

j’égale ces deux valeurs , et j’ai 41 — y — j z 3 
741 — 19 y — 10 j 

ïl , ou chassant le dénominateur 984 

— 24 y — 24 j zz 741 — 19 y — 10 j ; transposant et 
réduisant, on a 243 z2 5 y + 14 {■ 

Je prends maintenant la valeur dey qui a le plus petit 
243 — 14a 3 — 4f 

coefficient, «H j’aiyzz 5 ZZ 48 — 3j + 6 ’ ■; 
or y et y devant être des nombres entiers , il faut que 
3 -*- 4 7 

5 soit un nombre entier : soit donc t ce nombre 
3 ~ * 7 , 

entier , on aura 6 zz r , ou 3 — 4 j — 5 r 5 
3 — b t 3 — t 

donc j zz 4 zz ~ « + "'“J ; il faut donc que 

3 — r 

4 soit un nombre entier : soit u ce nombre , on aura 

3 — r 

4 zZ a , ou 3 — r zZ 4 a , et par conséquent 
t zz 3 — 4 “• 

Remontons maintenant aux valeurs de y , j et x. 

3 — 5 t 

Puisqu’on vient de trouver j zZ 4 , on aura , 

3 — i 5 + ao u 

en mettant pour r sa valeur , j — 4 

20 fi - — 12 

«= 4 = 5 » — 3 j et puisqu’on a trouvé y zz 
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t43 — i'Ai 

6 , en. mettant pour j , sa valeur , on aura 

*4$ — 70 u 4 - 4a 286- — 70 « 

y 5=3 6 =3 3 3= i>7 — 14 *• 

Enfin, puisqu’on a trouvé x^5 41 —7 — j , on aura x=3 
41 — 67+14 « — 5a+3 9 =9« — i 3 j en sorte que les 
valeurs correspondantes de x ,7, e t j , sont x ;=: 9 u — i 3 , 
y S 57 — 1 4 u , f =3 5 u — 3 , dans lesquelles on peut 
mettre pour u, tel nombre entier qu’on voudra, pourvu 
qu’ilen résulte des nombres positifs pour*, y etjjor cetto 
condition emporte ces trois autres, i. Q Que 9 u soit plus 
grand que i 3 ; ru que « soit plus grand que ' 7 ’ ou 1 î 
2. 0 Que 57 soit plus grand que 14 u, ou que u soit plus 
petit que Ç]j c’est-à-dire, plus petit que 4 Tî . 3 .° Enfin que 
5 u soit plus gTand cjue 3 , ou u plus grand que j ; ce qui 
ne peut manquer d’arriver, dès qu’on observera la pre- 
mière condition : ainsi le nombre dos solutions est donc 
très-limité ,et se réduit à trois que l’on trouve, endon- 
nantâ» pour valeurs les nombres 2, 3 et 4»qvis°nt les 
seuls que l’état de la question admette. On ne peut donc 
fairoyii livres en4i piecesdetrois especes proposées,qu’er» 
prenant les nombres de pièces marquées ci-dessous , et 
qu’on trouve , en mettant pour u , les nombres 2 , 3 et 4 , 
successivement dans chacune des valeurs de x,y et-j. 


* y _ ? 

5 29 ..... 7 7 

14...... l5 13 

a 3 • ï 17 


t 


• Dans le Cours des divisions que l’on fait pour 
réduire la valeur de l’indéterminée à un nombre 
entier rien n’oblige à prendre le quotient plutôt 
au-dessous de sa véritable valeur qu au-dessus. U 
est même quelquefois plus expéditif de le 
prendre de cettp dernière manière. 

; Par exemple, si j’avois l’équation 193-=: 52* 
-7- 139 , au lieu d’en conclure y — 2 x 
14* -4- <5 _ J m 1 

■+• — ~ — en prenant 2 x pour valeur du quo- 
tient de S 2 x divisé par 19 , en nombres entiers^ 
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je conclurois y = 3 x y ■ ■ ■ en prenant 

plutôt 3 x pour quotient , parce que ce quotient 
est plus approchant, et que l'excédant 5 x dont 
je tiens compte en lui donnant. |e signe a 
un coefficient plus-petit , ce qui- ne peut manque* 


d'abréger le calcul. Je fais ensuite 


_ — ôx -4-' 6 
-r 


— et j’en conclus *===' 


-19 U 


' 6 


et 


I S. 

par U 


même raison , .v = 1 — i« + 

» 


Faisant 


i-tJi— r, j’jii enân y === 5 r — 1 ; ce qui 

O 

achève la solution plus prpmptement que si 
j’avois pris chaque quotient au-dessous de sa 
véritable râleur. Si on remonte , comme ci- 
dessus , aux valeurs de x, et de y , on trouver^ 

x =; b 19 /, |t y==2i -r- bz ù qui PU 

donnant à t pour valeurs , tous lus nombres 
négatifs depuis zéro, donneront toutes les solutions 
positives de l’équation. 


Des Equations du second degré à une seule 
inconnue. 


94 . On appelle Equations du second degré , celles 
dans lesquelleslaplus haute puissancede l'inconnue, 
est cette même inconnue multipliéepar elle-même, 
ou élevée à son quatre. 

. , J ,.i ^ » t ** . * # Z ! ‘ ‘J . 

r Ainsi lequatioa b x" 1 *3= 126, estime équation du second 
degré, parce que dans Je terme 5 x 1 la quantité x estiçul- 
tipljéeqpar elle-même. 

\ • * ' . 

96 . Lorsque l’équation ne renferme d’autre puis- 
i^cedçrLncouuue,que le quarré, elle est toujours 
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facile à résoudre ; il suffit de dégager le quarré dç 
l’inconnue, de tout ce qui peut le multiplier ouïe 
diviser , ou des quantités qui peuvent se trouver 
jointes avec lui par les signes ~+-ou — , ce qui se 
tait par les règles données (56, 6oet64) ; après 
quoi il n'y a plus qu'à tirer la racine quarrée de 
chaque membre. 

Parexexnple, do l’équation 5 x’=; 12b, je conclu» en 
divisant par 6 x* 25, et tirant la racine quarrée 

de chaque membre x =5 ; car il est évident que si deux 
quantités sont «gales , leurs racines quarrées seront aussi 
égales , et il est également clair que x est la raciua 
quarrée de x* . 

Pareillement , si j’ai l’équation | x* = £ x* + 7 ; jer 
chasse les fractions, et j’ai 26 x’= ï2x* H-io5; transpo- 
sant, 2b x* — 12 x’ =io5, ou i3x* = io5, divisant par i3 
x* = \°j ! ; donc x = 1/ . Ce signe y marque qu'on 

doit tirer la racino quairée. 

Lorsqu’on doit tirer la racine quarrée de 
la fraction , comme dans le cas présent , on fait 
descendre les jambes du signe V ( qu’on appelle 
signe radical ) , au-dessous de la barre qui sépare 
les deux termes delà fraction. Mais si l’on n’avoit 
à représenter que la racine quarrée de l’un ou de 
l’autre des deux termes de la fraction , le radical 
seroit tout entier au-dessus ou au-dessous de la 
barre de division ; ainsi pour marquer qu’on vent 
diviser par 3 , la racine quarrée de 40 , on écri- 
V 4° 

roit 3. Si la quantité dont on doit tirer la 
racine quarrée étoit complexe , on donneroit , au 
radical, une queue qui recouvrît toute la quantité; 
par exemple , pour marquer la racine quarrée de 
3 a b ± b' , on écriroit j/ 3 a 6-f 5*. Quelque* 
fois aussi , sans donner une queue au radical , on 
renferme la quantité complexe entre deux crochets, 
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qaon fait précéder du signe j/, en cette maniéré f 

y ( 3 a b + b' ). ’ - 

96. Nous avons vu ( 24 ) que lorsque le multi- 
plicande et le multiplicateur avoient tous deux la 
même signe, ta produit avoit toujours ta signe + } 
cela étant , lorsqu’on a à tirer la racine quarrée 
d’une quantité qui a le signe + , on doit indiffé- 
remment donner à cette racine quarrée le signe "t" 
ou le signe — . 

Ainsi dans l’équation précédente * 1 es 25 , on peut , 
lorsqu’on tire la racine quarréo , dire egalement qu’elle est 
,.ou qu’ellcest — 6 , parce que chacun de cesnombres 
multiplié par lui-même reproduit toujours -f- a5 ; en sorte 
que la résolution de 1 équation x r =2j>, s’écrit ainsi x =-+• 
6, ccqui se prononce en disant x égale plus ou moins i> , et 
équivaut à ces deux équations x =-(- 5 et x = — 5 (*)* 

Pareillement , pour la seconde équation ci-dessus, o« 
écrirait x = + y ' T y (*). 

f ' ' 

97. Lorsqu’on a à tirer la racine quarrée d’un* 
quantité précédée du signe — , on affecte 1e tout , 
du radical que l’on fait aussi précéder du doubta 

ligne +. 

*». » ■ , . ^ t * 

Ainsi, siJ’ojn avoit x 5 =— 4, onécriroit x Ÿ • — 4; 


(*) Onpourroirdeminiler ici pourquoi nous ne donnons pas aussi:!* 
double signe £ nu premier membre ! La réponse est qu’on îe peut ; 
mais cela ne mène -à rien de nouveau. En effet , si l’on écrit 
x = + 5 , on en tire ces quatre équations -f- x =-j- h, -j- x = — * 
6, — x.= -f- 5 , —x — 6; La dernière , en changeant les signe» 
revient à la première. Il en est de mémedela troisième, relativement 
1 la seconde. 

Il faut se garder de considérer la valeur de x dans la première 
équation x — 5 , comme étant la même que dans la seconde x =ar 
— 6, quoique ces deux valeurs soient exprimées par le même ca- 
ractère ou la même lettre x , la lettre x est un signe par lequel ow 
représente la quantité que l’on cherche , elle peut désigner des 
quantités différentes , comme le mot Ecu désigne des quantité» 
different»* , dans difïéren* pays, 

et 
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M quoiqu'on puisse tirer la racine quarrée de 4* 
qui est 2 , li ne faudroit pas écrire x as 2 5 il est esen- 
tiel ici de faire attention au signe — de la quantité q\ii 
*st sous le radical. - '• 

• 9S. Lorsqu’une équation conduit ainsi à tiret 

îa racine quarrée d’une quantité négative, on peut 
conclure que le problème qui a conduit cette 
équation , est impossible : en effet , une quantité 
négative ne peut avoir de racine quarrée , ni exac- 
tement , ni par approximation; car il n’y a aucune 
quantité , soit positive , soit négative , qui étant 
multipliée par elle même , puisse produffe^urie 
quantité négative : il est bien vrai que — 4 , par 
exemple , peut être considéré comme venant de 

•»+. 2 multiplié par 2; mais ces deux quantités' 

ayant un signe différent ne sont point égalés, qt 
par conséquent leur produit n’est pas un quarré. 
Ainsi , lorsqu’on propose de tirer la racine quarrée 
d’une quantité négative,, on propose une chose 
absurde ; donc tout problème qui se réduira-àitiïxe 
pareille opération , sera un problème impossible.’ 
C’est à ce caractère qu’on distingue l’impossibi- 
lité des questionS’dü second degré; 

Au reste, il ne faut pas pour cela regarder; 
comme inutile , la considération des racines quar- 
rées des quantités négatives : il arrive assez souvent 
qu’une question, quoique possible, n’admet de 
solution que par le concours de pareilles quantités 
dans lesquelles a la fin , ce qu’il y a d’absurde , 
disparoît. On appelle ces sortes de quantités , 
quantités imaginaires. •• • ... ... , 

Ainsi p/ ( — a) , est une quantité imaginaire; a 
( — b ), est une quantité imaginaire. 

\ 

99. Ce que nous venons de dire, suffit pour la 
résolution des équations du second degré , lors- 
Alarine. Algèbre. G 
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qu’iln'y a pas d’autre puissance de x queleqmrr£ 
&.lais outre le quarré de l’inconnue, il peut encore 
y avoir (et cela arrive le plus souvent) la première 
puissance de l’inconnue multipliée ou divisée par 
quelque quantité connue, comme dans cet te équa- 
tion x* — 4 x =r 12. Alors l’artifice qu’on doit 
employer pour résoudre l’équation, consisteà pré- 
parer le premier membre de manière à en faire 
4 W. quarré parfait : cette préparation suppose avant 
tout, trois choses; i.° qu’on ait passé dans un seul 
membre tous les termes affectés de x, et lesquaiv 
tirés connues dans l’autre; cela s’exécute par ce qui 
dit ( 56 ) : 2.° que le terme qui renferme**, 
■soit positif ; s’il avoit le signe — , on changeroit 
toits les signes de l’équation, ce qui ne troubleroit 
point l égalité : 3 .° que le terme qui renferme x*, 
,$oit libre de tout multiplicateur ou de tout divi- 
seur ; rs’il n etoit point dans cet état, on l’y ame- 
neroit , en multipliant tous les autres termes de 
lequation par ce diviseur , et en les divisant pat 
le multiplicateur. > 

\ ; ié&lti.Slp: \>lui .'tfUW - .'"ri 4 .i*': 

Par exemple, si Pavois â résoudre l’équatipn 4 *— f 
x 1 ^— 4 — 2 x, i. B Je passerois tous lesxdansle premier 
'membre, en écrivant le terme x 1 le prèniier, et j’auroi* 
4 4 x -}-2 x = 4 , ou — { x’ -j* 6 x = 4 ; 2 . p je 
changerais les signes pour rendre x* positifs , et j’auroi* 
--,6x= — 4, 3.° je muitiplierois par b , ce qui 
ms donnèrent Sx"- — 3ox =_ 20 ; enfin je diviserois 
par 3, et j’auroisx* _ 10 x s= _ *-?. 

. îtuSf 

Comme on peut toujours ramener , à cet état, 
toute équation du second degré , nous ne nous 
occuperons actuellement que d’une équation pré- 
parée de cette manière. . 

100. Cela posé, pour résoudre une équation du 
•second degré , il faut suivre cette règle : 
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Prerreç la moitié do la quantité connue qui multi 
plie x dans le second terme t éle veç cette moitié au 
quarré , et ajoute £ ce quarré à chaque membre de 
l’équation , ce qui ne changera rien à l'égalité. Le 
premier membre sera alors un quarré parfait. Tire £ 
la racine quarree de chaque membre , et Jattes pré* 
céder celle du second membre du double signe +; 
l'équation sera réduite au premier degré . ~ 

Quant a la manière de tirer la racine quarrée du 
premier membre , on tirera la racine quarrée du 
quarré de l’inconnue , et celle du quarré qu’on a 
ajouté : on joindra cette seconde à la première , 
par le signe qu’aura le second terme de l’équation, 

Parcxemple^yantloquationx 1 -féx = ié.jeprends 
la moitié de la quantité connue 6, qui multiplie x dans le 
second terme: je quarré cette moitié , et j’ajoute à chaque 
membre le quarré 9; j'ai x* 4.6*+ 9 = 26 ; i! ne s agir 
plus que de tirer 4 a racine quarrée , ce que je fais en pre- 
nant la racine quarrée de x 1 qui est x, puis celle de 9 qui 
est 3 ; et comme le second terme 6 x de l’équation a le 
signe -f-, j en conclus que x + 3 , est la râciné quarrée 
du premier membre ; quantioello du second, elle est 6 
ou plutôt (96) -f- b ; par conséquent x -j. 3 4, 5. p our 

avoir x , il ne s’agit plus que de transposer, et l’on aura 

= — 3 ; cest-à-diré, quaxa deux valeurs; savoir” 

x = + 6-3 — 2, et .y — — 5 _ 3- = _ 8 . Nous ver * 
rons ci-apres ce que signifie cette seconde valeur. 

Pour entendre la raison de cette règle , il faut 
se rappeller ce que nous avons remarqué (2 5 ) , 
savoir que le quarré d’une quantité composée de 1 
deux termes , contient toujours le quarré du prennes 
terme , le double du premier terme multiplié pat 
le second , et le quarré du secônd. 

Cela posé, lorsqu’il s’agit d’ajouter à une quan- 
tue telle que x 1 •+■ 6 x , ce qui est nécessaire pour 
en raireun quarré parfait, il faut remarquer, i.°qu« 

G 2 
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cette quantité contient déjà un quarré x* qu’on 
peut considérer comme le quarré du premier termes 
d’un binôme. 2. 0 Qu’on peut toujours considérer 
le terme suivant 6 x , comme étant le double de x 
multiplié par une autre quantité. 3.° Que cette 
autre quantité est nécessairement la moitié de 6 
multiplicateur de .y. Il ne manque donc plus que 
le quarré de cette seconde quantité , c’est-à-dire , 
le quarré de la moitié du multiplicateur de x- dans 
le second terme. On voit que ce raisonnement est 
général , quel que soit le multiplicateur de x. 

Quant à la règle que nous donnons en même- 
temps pour extraire la racine quarrée du premier 
membrè, elle est également une suite de la forma- 
tion du quarré ; puisque les deux quarrés extrêmes 
qui se trouvent dans le quarré d’un binôme étant 
les quarrés des deux termes de la racine , il est 
évident qu’il ne s’agit que de tirer séparément les 
facines de ces deux quarrés pour avoir ces deux 
termes. Mais on doit donner au second terme de 
la racine, le même signe qu’a le second terme de 
l’équation , parce que de même que le calcul fait 
voir que le quarré de a + b est à 1 + 2 a b + b' , 
de meme il fait voir que le quarré de a — b est 
a ’ — 2 a b + b*. 


Application delà Règle précédente , à la Résolution, 
de quelques questions du second degré. 


roi. De quelque degré que doive être l’équa- 
tion, il faut toujours, pour mettre la question en 
équation , faire usage de la règle que nous avons 
donnée ( 67 ). 


Question PREMIERE: Trouver un nombre tel que si à 
son quarré , on ajoute 8 fois ce même nombre, le tout fasse 33/ 
Si je connoissois co nombre , que j’appelle # , il est 
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évident que j’en prendrais le quarré x 1 * qua ce quarré 
l’ajouterais huit fois ce nombre , c’est-à-dire , 8x , et que 
le tout *' +8* formerait 33 ; il faut donc que x 1 4-8 
x , — ; 33 . 

Pour résoudre cette équation, j’ajoute à chaque membre, 
le nombre 16 qui est le quarré de la moitié du nombre 8 
qui multiplie x dans le second terme , et j’aixj -j- 8 x -f- 
16 — 49 J équation dont le premier membre est un quarré 
parfait. Je tire la racine quarrée de chaque membre , en 
observant la règle donnée (100), et j’ai x-{- 4=+ 7 ; par 
conséquent x = + 7 — 4 , qui donne ces deux valeurs 
de x , x =-j- 7 — 4 s= 3 etx = — 7 — 4 = — 11. 

De ces deux valeurs , la première satisfait à la question, 
puisque 9 , qui est le quarré de 3 , étant ajouté à 8 fois 3 
ou 34 , lait 33 . A l'égard de la seconde , comme elle est 
négative, elle indique qu’il y a une autre question dans 
laquelle prenant x dans un Sens toutcontraire , la solution 
serait 1 1 ; c’est-à-dire , que la seconde valeur de x doit sa- 
tisfaire àcette autre question : Trouver un nombre tel que si de 
son quarré , on retranche 8 fois ce même nombre |, le reste soit 
33 .• ce qui est en effet ; car le quarré de n est 121 , et 8 
foisjii font 88, lesquels retranchés de 121 , il reste 33 . 

Pour confirmer ce que nous avons dit sur les quantités 
négatives (70) , remarquons que cette seconde question 

mise en équation donne xi 8 x = 33 , laquelle étant 

résolue selon la règle, donne x = + 7-j- 4 ; c’est-à-dire , 
ces deux valeurs , x K 1 i et x = — 3 , qui sont préci- 
sément le contraire de celles de la première question. 

102. On voit par-là qu’une équation du second 
degré , à une seule inconnue , a toujours doux 
solutions. 

Caries deux valeurs it et “ 3 , substituées, au lieu dex, 
dans l’équationx* — 8 x = 3^ , la résolvent également , 
c’est-à-dire, réduisent également le premier membre à 33 . 
On vient de le voirpourn. A l’égard de — 3 , son quarré 
est -|- 9 j et 8 fois — 3 , font — 24 , qui , retranchés de -j- 9 , 
donnent -j- 9 + 24, selon ce qui a été enseigné (1 x). 

Mais on voit en même temps que si toute 
équation du second degré a deux solutions , il n’en 
est pas toujours de même de la question qui a 
conduit à cette équation, 
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Car dans le cas présent , la seconde valeur — 3 , ne ré- 
sout que la question contraire. Au reste, il arrive souvent 
nue les deux solutions de l’équation , sont aussi toutes 
deux solutions do la question. Nous en verrons un exemple 
dans la troisième question. 


QUESTION SECONDE: On devoir partager 175 livres 
entre un certain nombre de personnes ; mais il y en a dtux d'absen- 
tes et qui , par cette raison , ne doivent pas avoir part. Cette 
circonstance augmente de 10 livres la part de chaque présent ; 
on demande combien il devoir d'abord y avoir de partageons ! 

Si je savois quel est ce nombre, je diviserais 176 par 
Ce nombre , pour connoître combien chacun aurait eu , si 
toutes les personnes eussent été présentes. Je diviserais 
ensuite par ce même nombre diminué de deux, pour con- 
noltre combien chaque partageant aura réellement ; enfin 
je verrais si en ôtant 10 livres de ce second quotient , le 
reste est égal au premier. Imitons ces opérations, en re- 
présentant par x le nombre cherché. 


Si tous étoient présens , chacun aurait donc 


■ 7Ô 

* 

X » 


mais s’il manque deux personnes , chaque partageant 
aura ~~~ j puis donc que ce dernier nombre doit être plus 


grand do 


10 que le premier;ilfatit que 


né 

x— J 


IC 


lié . 

x 


Pour résoudre cettoéquation,jechasse les dénominateurs, 
et selon la remarque faite (66), j’écris 175 x — 10 (x — a) 
x=ri7ÔX(x — a) , puis faisant les opérations indiquées, fai 
176 x— 10 xx-f-20 *=175 x— 36 o ; supprimant lyb x de 
part et d’autre , puis changeant les signes (99), on a 
10 xx — îci— 35 o; enfin divisant par 10 , il vient xx — a 
x = 3b , équation à laquelle il ne s’agit plus que d’appli- 
quer la règle donnée (ico).Je prendsdonc la moitié — 1 
du multiplicateur — 2 de *. je quarre cette moitié; ce 
qui me donne -j- I , que j’ajoute à chaque membre, et 
j’ai x i — s x 1 = 36 ; tirant la racine quarto* , j’ai x 

, 1 —4 6, et par conséquent x- =-j-6_-|-i , qui donne 

*•=7 et.vr^ r h La première est le nombre cherché : 

car 17 b .divise par 7, donne 2 b ; et 17Ô divisé par 7—2 
ou 5, donne 3 b qui excède 2 b de ic. Quant à la seconde, 
elle résout la question 'où l'on supposerait qu’il s’agit do 
partager j jb liv. avoc deûx nouveaux survenus, et que 


Digitized by Google 



de Mathématiques. i®3 

ietto circonstance diini-nuo de io livres la part que cha- 
cun auroit eue sam cela. 

> i , i . 

Question TROISIÈME. Un homme achite un cheval 
qu'il vend, au bout de quelque temps , pour 24 pistolet. A cette, 
vente il perd autant pour cent , que le cheval lui avait coûté. On 
demande combien il l'avoit acheté l 

Si l’on me disoit ce que le cheval a coûté, je vérifierais 
es nombre en cette manière. Je le retrancherois de 100 , 
èt je ferois cette règle de trois : Si too se réduisent ait 
nombre que vient de me donner la soustraction , îi combien le nom- 
bre prétendu doit-il se réduire ? Ayant trouvé co quatrième 
ternie , il devroit être égal à 24. » 

Nommons donc x le nombre cherché , c’est-à-dire, le 
nombre do pistoles que le cheval a coûté. Alors puisque 

loo sont supposés se réduire à 100 x , j3 trouvera* 

à combien x doit être réduit , eu faisant cette règle d» 
trois , 100 : 100 — — x : : * : ; le quatrième terme 
( IOO — x ) x * — xx 

sera ï75 ( Ari,h - I 79 ) > ou ~ > puis 

donc qu’on suppose que le prix du cheval a été réduit à 24 
100 x — xx 

pistoles, il faut que — = a/ f . 

Pour résoudre cette équation , je chasse le dénomina- 
teur, et j’ai ieox — xx — 2400 , ou en changeant les 

signes xx — 100 x = 2400. Je prends donc (ico) la moi- — 

tié de 100 qui est-, 60 ; je l’élève auquarré, ce qui ma 

donne ■+• 25oo à ajouter à chaque membre. L’équation 

devient xx ioo x 2600 == i5co 2400 =3 100 ; 

tirant la racine quarrée , j’ai x _ 5o = + ic , et par 
conséquent , x = <jO + 10 , qui donne ces deux va- 
leurs x = 60 et x — 40 , dont chacune résout la 
question; en sorte que le prix du cheval peut également 
avoir été de 60 ou de 4upistoles;l énoncé de la question n’est 

Ï ias suffisant pour déterminer lequel de ces deux prix a eu 
ieu. Si l’on veut rériher ces deux solutions, on verra qu’en 
supposant que le cheval a été acheté 6 o pistoles ; puis- 
qu’alors 100 se réduisent à 40, 60 se réduiront à 24. Et 
dans le second cas, onveria de même, queiooso réduisant 
à 60 , 40 se réduiront à 24. 

io3. Dans les questions précédentes,! equatioft 
a eu deux solutions, l’une positive, l’autre négative. 
Dans la dernière , elle en a deux positives ; elle 

G 4 /' 7 
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peut en avoir aussi deux négatives : mais cela «'ar- 
rive que lorsque l’énoncé de la question est vicieux; 
car alors chacune de ces deux solutions négatives, 
indique (70) que l’inconnue doit être prise dans 
ton sens tout opposé à celui de l’énoncé. 

Par exemple, si l’on proposoit cette question : Trouver 
an nombre tel que si à son quatre on ajoute neuf fois ce mima 
nombre , et encor* le nembre 50, le tout fasse 30. 

Cette questionmise en équation, donnerait x» -f 9 60 

■ks 3o, qui , en suivant les règles données plus haut, de- 
viendrait successivement x* 4 * 9 * = — 20 ; x 1 4- 9 x 4 " V 
= V — 20 = * ; tirant la racine quarrde , x + i = + £ , 
qui donne x= — | + j = — 4 ,etx — ’ — -J =— 6. 
Ce qui indique que la question doit être chanSée en cetta 
autre : Trouver un nombre tel que si après avoir ajouté 50 à 
son quatre , on retranche du tout , 9 fois ce même nombre de- 
mandé , il reste 30. 


T 04. L’Algèbre a donc cet avantage , que non- 
seulement elle résout les questions , mais elle fait 
encore distinguer si elles sont bien ou mal proposées; 
et si elles sont impossibles , elle le fait connoître" 
aussi : nous en avons déjà donné le caractère (98). 

Si l’on en veut un exemple , il n’y a qu’à résoudre la 
question troisième, en y supposant 26 pistoles au lieu de 
100 * — * x 

34. L’équation sera = 26, ou 100 x — xx 

es 2600 , ou xx — 100 x _ 2600 , qui , selon la règle 
(100) devientxx — 100 x + 2500=2600 — 260c — « — tôo ; 

tirant la racine quarrée x — 60 — + 1/ — 100 et 

enfin x s 60 _+ V — 100 1 or, nous avons vu (98) que 
la racine quarrée d’une quantité négative est impossible. 

» 

QUESTION QUATRIEME : Deux personnes se sont réunies 
dans un commerce : l'uneamis 30 louis qui ont resté IJ mois dans 
la société. La seconde n'a fourni ses fonds qu'au bout de 5 mois ; 
c'est-à-dire , qu'ils n'ont été que 12 mois dans la société. Ces 
fonds que l'on ne connoît peint , font, mec le gain qui lui rt «■ 
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tient, 26 louis. Le gain total a été de 18 louis et | : on demandé 
ce que le second avait mis , et combien chacun a gagné. 


La question se réduit à trouver la mise du second ; cai 
il est évident que le gain de chacun sera facile i trouver 
ensuite. Représentons cette mise , ou le nombre de louis 
de cette mise , parx. Puisque les 3 o louis du premier ont 
été 17 mois dans la société , ils doivent lui avoir produit 
autant que produiroient 17 fois 3 o louis ou 610 louis pen- 
dant un mois. Pareillement, puisque la mise x du second 
a été 13 mois dans la société, elle doit lui avoir produit 
autant que 13 fois x de louis ou 12 x , produiroient pen- 
dant un mois j ainsi, on peut regarder la société , comme 
n’ayant duré qu’un mois , mais en supposant que les mises 
aient été 610 et 12 x ; cela étant , pour savoir ce que le se- 
conddoit gagner, il faut ( Arith. 197) calculer le quatrièm* 
terme de cette proportion 610 -f- 12 x : 18 | : : iax r 


. 12 x X 18 | 

Ce quatrième terme sera — p ^ > 9 U1 


revient 


à j or il est dit dans la question , que le 

610 -J- 12 x 

gain du second et sa mise x font 26 louis j don* 


226 x 

6 ro+ 13 x 


4" X 555 26. 



Pour résoudre cette équation , chassons le dénomina- 
teur , et nous aurons 226 x + x ( 610 + 12 x ) ~ 
26 ( 610 + 12 x ) , ou , en faisant les multiplications 
indiquées , 226 x + 610 x -f" 12 x x — 13260 
+ 3i2 x. Transposant et réduisant, on a ia x -f- 423 x 


A i3a6o j divisant par 12 


x 1 * 



18260 

12 


qui se réduit à x’ f — x ^3 1106; prenant don* 

4 


141 


141 


la moitié de — — , qui est -5— i élevant eette. moitié 
4 * 

au quarré , et l’ajoutant â chaque membre , on aura .... . 


** 4 * 


* 4 i 




19881 


<4 


1 9881 
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90601 

~6k 


, en réduisant no 5 en fractions. Tirant doue 


. , 141 , y 90601 

la racine quatre î , on aura x H 5-= + —, — 

O 64 




; donc x = 


I 4 ‘ , 3 ox . , 

— g — + — g-; qui donne 


pour la seule valeur, qui satisfasse à la question,* 

— i 4 * + 3 or i6q , . , , 

gj — . — = — g — =s 20; la mise du second 

«►toit donc de 20 louis; parconséquent son gain étoitde 
6 , et celui du premier de 12 


io5. A 1 egard des équations littérales , la règle 
Rst absolument la même. 


Si l’on avoit à résoudre l'équation afix — axx = fi* e : 
Conformément à ce qui a été dit ( 99 et 100 ) je chan- 
gerois cette équation en axx abx = — b x c , puis 


•n x x — b x 



j’ajouterois i chaque membre 


lo quarré de ; c’est-i-dire , -J — ,et j’au- 


bb bb b'c . 

rois xx — bx + — - — zzs — ; — — — * — ; tirant la 
4 4 a 

. ... * , 1/ bb b * c _ 

racine quarrec , jai* — — —7 » et 


enfin 




bb b^_c 


l 


io6. Lorsque l 'équation est littérale , elle peut 
se présenter sous une forme plus composée que 
itous ne l’avons vue jusqu’ici ; mais on peut toujours 
la ramener à trois termes , en cette manière. 


Soit l'équation a x’ +5 ex — a’ b — b x' — dfi ( * — ac x. 
Je passe dansun seul membretous les termes affectesdex, 
en observant d'écrire de suite tous ceux qui ont les mêmes 
puissances de x , et j'aiajf 4 — fie x-f- aex = e 1 fi — 


Digitized by Google 



de Mathématiques. 107 

tb*. Je remarque, à présent , que a x 1 — S x* n est autre 
chose que (a — b) X , ou ( a — b ) x 2 ; pareillement 
bcx ac x n’est autre chose que (ac+^e)x,en sorte 
que l’équation a*’ — ir’-f 3 c* + ar* = a 2 b — a b 2 
peut s’écrire ainsi ( a — b)x 1 + ( bc -f- a c ) x = a* b — 
a b ' 1 ; or les quantités a , 6, c étant des quantités connues » 
on doit regarder a — b , 5 c -|- a c , et a* £ — a comme 
des quantités toutes connues; onpeut donc, pour abréger, 
représenter chacune de ces quantités par une seule lettre, et 
supposer a — b = m , & c + <» a = n , a’ b — a b 2 =~ p t 
et alors l’équation est réduite im x 2 + n x = p , qui est 
dans le cas des précédentes; etqui étant résolue suivant les 

Inémes règles , deviendra successivement x* + — x == 

, puis x* + — x -}■ 7— = 7—-, "J* -2- (en ajoutant 
m r m 4m* 4 m * m 


le qtl :rré delà moitié de ^ ; c’est-à-dire , le quarré d# 
*— ) } tirant la racine quarrée , x + ” = ±. . . 

Ut 2 m 


ï/ 7 ? p , — « l /" 1 , P 

r - — v-H-r-- ; enfin, x= + r *+*“ 

4 /n a m 2/n — 4 71 * « 

107. Au reste, on ne fait ces sortes de transformations que 
lorsque le calcul qu’on aurait à faire sans elles, seroit très- 
composé ; car dans ce même exemple , après avoir mis 
l’équation proposée , sous la forme (a — b)x 2 -f-(bc + 
ac ) x =- a 2 b — a b 2 ,on peut la traiter,sans tropde cal- 
cul, comme les précédentes, en divisant d’abordpara — 5 , 

• 1 ,, b c + a c , . ... 

eequi donne x — — - — x = a b ; maintenant il faut 

a — b 

ajouter de part et d’autre le quarré de la moitié de 

bc+ac . _ , v , , , bc+ac 

£-,cest-a-dire, le quarré de ^ ; mais on peut 

£c+ OCX* 


a 

se 


contenter de l’indiquer en cette manière^ ~~h) 

\ 2 a— 2 b S 


ainsi on aura x 1 -+- x 


a— b 


( bc4-ac\ * 

) + ab > tirant la racine quarrée , on aura x -f- 


1 
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loS 


. B e + a c I I / / ic + acx . , , „ 

+ * n=r» * v (n=rr) + * i,M 


•afin x. es' 


■ bc- d - ac 
2 a — zb 


V' (££?,)*+ 


•ab.\ 


108. Quoiqu’on puisse , lorsqu’on a conclu la 
valeur de x, laisser le radical dans l’état où il 
est , jusqu’à ce qu’on vienne aux applications 
numériques ; néanmoins , il peut être souvent 
tuile de lui donner une forme plus simple , en 
réduisant au même dénominateur les deux parties 
qui se trouvent sous ce radical. Sur quoi il faut 
observer qu’on peut souvent les réduire au même 
dénominateur d’une manière plus simple que par 
la règle générale donnée (4 y) ; et cela en se 
conformant aux observations que nous avons 


faites (48); prenons, pour exemple 


VZ 


4 m % 


m 


pour réduire à un même dénominateur les 

1 * , /J* _ 

deux quantités et-n—, j’observe que leurs 

4w* fn 


dénominateurs actuels ont un facteur commun m , 
et que par conséquent , si je multipliois les 


deux termes de la fraction J - , par 4m qui est 

Tfl 

le second facteur du premier dénominateur, alors 
elle auroit le même dénominateur que cette 
première fraction ; c’est pourquoi je change 

\/ JL — -4_ — P - en \/ ; or comme le 

* m 4 m - 

radical marque qu’il faut tirer la racine quarrée 

de la fraction , c’est-à-dire ( Arith. 142 ) du 

numérateur et du dénominateur; je tire celle 

du dénominateur qui est un quarré ; et j’ai 
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; ainsi dans 1 équation ci-dessus , où 


4pm 


nous avons trouve x = 


V£+_' 

on peut changer cette valeur de 2, en cette 


-n 

m 


P_ 

m 


autre , * = 


y~n^ 


•tmp 


2 m 


2 m 


, ou (à cause d« 
dénominateur commun 2m), en cette autre , 

n i V /i T -4-4p/n 


X 


2 m 


De l'extraction de la racine quarrée des quantités 
littérales . 

■ x 

109. La résolution des équations du second 
degré conduit donc , comme nous venons de le 
voir, à extraire la racine quarrée des quantités, 
soit numériques, soit littérales. Nous n avons 
rien à ajouter à ce que nous avons dit des 
premières en Arithmétique. Nous allons parler 
des dernières. 

Lorsqu’il a été question de la multiplication 
des quantités monotues (18), nous avons dit 
que le produit renfcrmoit toutes les lettres du 
multiplicande et toutes celles du multiplicateur; 
or, lorsqu’on élève une quantité au quarré , le 
multiplicande et le multiplicateur sont les mêmes ; 
donc, dans un quarré monome, chacune des 
lettres de la racine doit être deux fois facteur ; 
donc l’exposant de chacune des lettres d’un 
quarré monome doit être double de celui des 
mêmes lettres dans la racine ; donc peur avoir 
la racine quarrée d’une quantité monome , il faut 
\donner à chacune des lettres de cette quotité , un 
exposant moitié moindre ; suivant cette règle , la 
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racine quarrée de a 1 est a , celle de a 6 est a’ ^ 
celle de a'b' c 1 est abc , celle de a*b c 1 est a'b'c*. 

il o. S’il se trouvoit un exposant impair, ce 
seroit donc un signe que la quantité proposée 
n’est point un quarré parfait ; alors , en suivant 
la règle , il resteroit un exposant fractionnaire, 
qui désigneroit qu’il reste à tirer la racine quarrée 
de la quantité qui auroit cet exposant. Ainsi la 

racine quarrée de a'b'c 1 est ab\c\ ou abb'c 1 : car 
on peut considérer a'-b'c* comme a'b'bc*. 
L’exposant fractionnaire a donc ici le même 

usage que le signet ; ainsi abb J c*, ou (ce 

I 

qui est la même chose) abc'b 1 équivaut à abc * 
V b ' Donc réciproquement, si mie quantité 
monome est affectée du signe y , on pourra 
supprimer ce radical , pourvu qu’on prenne la 
moitié de chacun des exposants. 

ni. Cette remarque sert à simplifier les quan- 
tités affectées du signe , lorsque cela est possible. 
Par exemple , la quantité y a'b'c étant la même 

* * 1 II 

chose que a 1 b 1 c r , se réduit à abb x c T , ou , 
en remettant le radical , au lieu des exposants 
fractionnaires , ab y bc. de même y a^b+c 1 se 
réduit à a'b'c y ac, en considérant a'b*c' comme 
a+b+c'ac, et prenant la moitié des exposants 4, 4 
et 2. On trouvera de même que ^ y - se réduit 

à * y 4. ; ou bien si l’on multiplie le numé- 

/ ’ 

rateur et le dénominateur par^, se réduit à c 
y , ou enfin à -~-j/ af ■ / 
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in. On voit donc que pour faire sortir hors 
du radical les facteurs que l’on peut en faire sortir, 
il faut prendre la moitié des exposants de ces 
facteurs. Au contraire pour faire entrer sous le 
radical un facteur qui seroit au dehors , il faudra 
doubler l’exposant de ce facteur , c’est-à-dire , 
élever ce facteur au quarré. Airîsi a y' b peut 

être changé en J/Vi; a j/— peut être clian- 

CL 

gé en \/ qui se réduit à ab. De mêm® 
(a -+.b ) y c peut être changé en |/ (a-j-i)* c 

xx 3 . Jusqu’ici nous n’avons pas eu égard au 
coefficient. S’il y en avoit un , et qu’il fut uit 
quarré parfait , on en tireroit la racine quarréo 
selon les règles de l’Arithmétique; ainsi y 9 a’£* 
devient 8 a b y/ b. De même , V I02\a % b'ç 
devient 3 2 ab j/ bc. 

114. Mais si le coefficient netoit point ua 
quarré parfait , il faudrait voir s’il ne peut pas 
être décomposé en deux facteurs dont l’un soit 
un quarré parfait dont on tirerait la racine, et 
on laisserait l’autre sous le radical; c’est ainsi que 
y 48 a'b* se réduit à 4 a b y 3 b, parce quô 
48 étant = î6 x 3 , 7/48 a'fr — \/ i 6 xZa 2 b* 
ou = y 16 o’ b % x 3 b— 4 ab \/ 3 b. On trouvera 
de même que y/ 5i2 a* b 1 se réduit à xôaby/ 2a. 

n 5 . Si la quantité affectée du signe radical , 
est complexe et n’est point un quarré parfait , il 
faut examiner si elle ne peut pas être décomposée 
^n deux facteurs , dont l’un seroit un quarré 
parfait; alors on tirerait la racine de celui-ci, et 
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on laisserait l’autre sous le radical. Lorsque lo 
facteur quarré , s’il y en a , est monome , il est 
toujours facile à appercevoir. Par exemple , dans 

la quantité J/ 4 a*b < — 5 a'b'- 4-6 b 5 , je vois 
que b , est facteur de tous les termes , en sorte 
que cette quantité équivaut à celte autre 

f/ (4 a} — 5 a'b-i- 6 b')x b*j je tire donc la 

laciné qua r rée de b\ et j’ai b\/ 4a 1 — 5a’£-4_65 f . 

116. Mais lorsque ce facteur quarré doit être 

complexe , ou lorsque la quantité complexe qui 
est sous le radical , est elle-même un quarré , 
il faut bien se garder , pour en avoir la raeine 
de tirer séparément la racine quarrée de chacun 
des termes qui la composent. Par exemple , si 
l’on avoit 'a z -\-b l , on se tromperoit beaucoup si 
l’on prenoit a b pour cette racine , puisque 
le quarré de a-j-b n’est pas a l -\-b' 1 , maisa’_|-2 ab 
-4 -b' ( 25 ). n’a point de racine èxaete 

en lettres. Voici la méthode qu’il faut suivre 
lorsque la quantité complexe proposée est sus- 
ceptible d’une racine exacte. 

117. Soit donc la quantité 60 a b 36 a* 
H- 25 b'. Pour en avoir la racine quarrée , j’or- 
donne les termes de cette quantité par rapport à 
l’une de ses lettres ; par rapport à a par exemple, 

36a 1 h-6® ab + 2bb' Ç Racine. 

— 36 a 1 ' (jia^-bb 

60 a b 2 b b 4 

— 60 a b — 2 5 b 

Jff 
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' c * Je* prendsr la racine quarréedu premier terme 
S6 a 1 ', laquelle est 6a que j'écris à côté de la 
quantité proposée. 

Je quarre cette racine et j’écris lequarré 36 aî 
sous le premier terme , avec le sigrle — , pour lë 
retrancher. La réduction faite, il reste 60 à 5 
-f- 26b 1 . r • -lj 

Sous là racine 6a j écris son double 12a qué 
j’emplois pour diviser le premier terme 60 ab de 
là quantité restante 60 dè_(_ 2 5 èh Je trouve pour 
quotient -4- 6 b que Récris' à la suite de Jà 
racine 6a , et j’ai 6à-^ 6b pour la raèirte chët- -> 
tihée ; mais péttt confirmer cette opéràtiort , 
j’écris âussi' le quotient 6b que je viens de trouver , 
à cqté d® 1 ia . et je multiplie le total 1 

J ter cé même quotient ‘ 5 $ 5 je pôrtë a mesure * 
es produits Sous la qüàhtHé *6b , en 

Observant de Changer les sîgrteS de ces- produits ; 
ikisant ensuite là réduction, il ne reste riéh JI j’ert 
OoncluS que la racine ■ tfqüvée 6 a-f- 5 ^ésï ; %’ 
Racine qtlarrée exacte de 3 6 a 1 -f- 60 ab -4-^5 
Prenons' polir second exetnple, la quantité 
<ji** — i 2db -\- 1 6ac—2^bc: J ordohne 

Ccttè quànïit'é pâr rapport à là lettre dV-et j^f. 

' ? ?. ,'îV. ■ 1 * ->pi .J,' - t 

4a 2 — Rac.’ 

I* Riêsté-*-i 2aè-{-l6ac-\-()b^'~it t bd-^- 1 6é *<44— -6b -{- 40 L 
- 4—1 lab —gb z I . t 

ü Reste , y: ■* 4 - i 6 ac-*-*a 4 ^c-H i6c ; [ r . : ■ -i 

. , r i. . { i.' — • tfc 2 . ..-rr-vp 

Derniejr reste .*»■* . ■ . • >-q . jnr., 

. ■' *•* - ! v . •- Ll ch 

* Je, tire' la ratine quarrée de- 4a 1 : felle.estoetf ^ 
que j'écris à côté. Je quariie 2ar, ét je 1 ecsisr 
.avec, le signe , sous 4a 1 ; faisant la réduc-» 
Marine. Algèbre. H 


«* 
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tion , il reste — . 1 2 ab -+. 1 6 ac -+. 9$' — 24 t>c 

H- 16 c*. 

Au-dessous de la racine a a, j’écris son double 
4 a > que j’emplois pour diviser le premier terme 
— "12 ah du reste : je trouve pour quotient 

— 3 ê, que j’écris à la suite du premier terme 
aa de la racine : je I écris aussi à côté du double 

> et je multiplie le tout 4a — 36 , par le 
même quotient — 3 b ; écrivant les produits , 
après avoir changé leurs signes , sous le reste 

— iaa£ + 16 ac: etc. et faisant la réduction, 
j’ai pour second reste , + 1 6 ac ;-h- 24 bc -f 1 6 c l . ■ 

Je considère à présent les dpux termes de la 
. racine aa — 3 b , comme ne faisant qu’une seule 
quantité; je double cette quantité , et je l'écris 
au-dessous pour servir de diviseur au , second 
reste ; mais pour faire cette division je me con- 
tente j selon ce qui a été dit (J 6 ) , de diviser 
le, premier terme 4 - 1 6<if , par le premier 
terme + 4 a de mon diviseur ; je trouve pour 
quotient + 4 c , que j'écris à la suite de la 
racine 2 a 3 b , et à la suite du double 4 a 

6 b : je multiplie cette dernière somme 4 a 

— 6£ + 4C, par le nouveau tçrme, 4 , 4 <r de 2a 
racine ; et changeant , à mesure , les signes 
des produits-, j’écris ces mêmes produits sous 
le second reste ; faisant la soustraction, i! ne 
reste rien. D’où je conclus que la racine" trouvée 
est exacte. -, 

Tout cela est fondé sur ce principe , que l© 
quarré d’une quantité composée de deux parties , 
contient le quarré de la première , le- double 
de la première multiplié par la seconde , et 
le quarré de la seconde ; car il suit de-Ià , que 
pour avoir la première partie , il faudra tirer la 
racine quarrée du premier quarré ; que pour 
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«toirc la* seconde, il faudra diviser* lfe terme 
suivant , par le double de la racine -trouvée 
et qu enfin- pour vérifier , il faudra multiplier c 
le double de la première par la seconde , ét'îa 
seconde par elle-même : or c’est ce que prescrit 
la méthode que nous venons d’exposer. 

. Nous invitons les, commentants ij s’-exercer 
encore sur les trois quantités, suivantes : i*. i6a*\ 
+ 4o« ! ^-|- 2$#*$*. 2. q 36 & 4 — 60 ak -}*25 tf-b* 
^—36 b x c* + 3 o a i c 1 + 9 c’ : 3 .® a 0 — - ,4 a'c*. 
+ 8 a 1 e* +4 c s — 1 6 c 3 e' 4 - 16 e b , dont ils trou- 
veront que les racines quarrées sont 4 a’ -\-bab, 
6 b 1 : 5 ab — 3 ç 1 ^ fl’*—. 2^ + 4 e’.' 

* •' , ij ’ ■ . , • ( t r , ■ 

Du calcul des quantités affectées du signe}/. 

11 8. Qn fait sur les quantite's radicales., dont 
nous venons de parler , les mêmes opérations 
que sur les autres quantités. Lorsque les deux 
quantités radicales ne sont pas semblables , oif 
se contente, pour les ajouter ou les soustraire* 
de les unir par le signe 4 - ou le signe..-- Ainsi 
S 4 j/ b ajouté avec 4 b y/ c , donne 3 a y/ S 
+ 4 b j/ < ; de même 3 a l/ b retranché de 
J^by/ c.» donne 4 b y/ c— 3 ay/b. Mais si les 
quantités radicales sont semblables et ne diffèrent 
que par le coefficient numérique hors du radi- 
cal , alors on ajoute ou ,1 on retranche les coeffi- 
cient , selon qu’il s’agit d’addition ou de sous- 
traction. Par exemple , 4, ab \/ c , ajouté avec 
5 ab ff c, donnç 9 ab n ■. - ; 

Nous supposons ici qu’un a réduit les radicaux 
selon ce qui a; eté' enseigne (iu); car si l’on, 
avoit 4 b y a* c à ajouter avec 6 a}/ à b 1 c ; je 
eerrimencerois par réduire le premier radkal 
à 4 aby/q c» et le 1 second à 6 aby/ac, lesquels 
ajoutés , donnent kaiV a c. 

H 2 
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; Pow muliipliçr deux quantités radicales:, & 
faut multiplier comme s’il n’y avoit point de 
r*diçau&, :; et affecter ensuite île. produit ,;,du' 
signe radical. Par exemple , pour multiplier- </ ai 
par,,V c ; je myltjpliejois a par c, ( et donnant 
au produit a c , le s igne V, ) aurai V ac. Poux: 
muitipUçr y/ par jfjfic, j'aurai c'cAPûbc*. 

De fcième V a X'y a ^y a‘~a : \/(T+- bx' 

V y-Ja +b'f — a -+. h ; Y— a 

—p: ("-j.fij — — *• On Voit donc que pour 
quarref une quantité affectée du signe y , il 
n y a autre chose à faire qu’à ôter ce signe ; 
ainsi pour quarrer V7bTb< ; j’aurai a'b-+-b l . 

'' - ,, :■ *. /. -f. . 

ii0. Cette remarque peut servir à dégager 
une équation des signes \y , qu’elle peut ren- 

de y — aX V / — a , quoi- 
que cette quantité, -selon les- 
réglés,. se réduise i 1/ -t- j i t 
on ne doit prendre qito — a, 
pardis? que la question elle- 
même fixe ici parque!Iet)pé-i 
ration est venu -f-a - * X’est eft 
faisant cette attention qu’on 
remarquera que 

X y — b doit donner 

y — ? „ _L 

— j ad, et npn pas J7 

^ a b ; parce .tjtie ^ — a 
étapt là ,m£me' chose que 


* 1,1 ne fout pas confondre 
V (. — «)’ avec y — a ai le 
premier est V *— a X —a, et 


le sacontl çst Y — a X-4~a. 
Nom ferons., à cette occa- 
sion, une remarque que nom 
croyons trésf-à-propos. Puis- 
que-éX-4 'donne -+- a* dont 
( 96 ) la racine estr-q^-a, 
V’ — «Xa y— a devroit donc 
donner + aj cependant nous 
ne donnons ici que' — a. La 
rai soir en 'est _f impie. Quand 


on demande quelle 'est ' la 1 ^- “’o^que 

racine de — f-a 7 , on a raison! 1 [5*. ■ , ^ • et /‘ — % 

d’assigner également -+. a y _ t , 

_ . ’ .1 ' . '1 1 / ' v . Y r \ ' . 


" fl , parce que rien dajis.^ — T^X^^*., 
oette question ne déterminé , J/ x’Vi y i/ 


b .sera : - 


si l’onconsidére-fa 7 , cofmfie y- 
venue de-f a X -fa , ou- de lf " 


1 X - * 

jL», 0, ?:K 0 h. x... 


w a A -j- a 9 OU' CWp ' . — — u. a, ’ r 

a.x- — a /.mais quand on[Pf .C' 1 ) | ,flU’ revia qr.^-^- Q £, t 
demande quelle est la vaieipyjuisgpe y. f—i) 1 — — j 


Digitized by Googli 



DE M A TU Éfl# $ T IQ UES. Vrÿ 

ferme*. Pai* exemple , si j’avois l’équation x — 2 à 
= b -4- V a Je' , je lafèsero'is V' a x seul dànV un • 
membre , ët j’aurois x — 2 a - — b y jLx) alors 

quarrant chaque membre , j’aurois x - 1 — 4 ax 

— 2 b x-i-\à a, -i-^ab-ï-bb ==*= « r ou en 
transposant , x 1 — 5 a x — 2 b x— — 4 «a — \ab 

— b b. 


% .. : ' ■ ;• . , . _ . .. . 

120. Tour diviser une quantité radicale, par une 
autre quantité radicale , on divisera' comme s’il" 
n’y avoit pas de signe \/ , et on donnera au 
quotient ou à la fraction , le signe radical ; ainsi 
pour diviser V a par ’V b, on divisera a par b, ce 

qui donnera — , auquel appliquant le radical , on 
b 

aura Pour diviser ^ a b par ^ a , on di- 

- b ' - . 1 ■ 

visera a b par a , ce qui donnera b , et on aura 
~\f b pour quotient. Pour diviser \ S aa—xx par 
K a -4_ x‘, on divisera aa — xx par ce qui 

donnera a — x , et on aura \/ a — x pour le 
quotient demandé. De même abV bc divisé par 
a V b , donnera b V c , en divisant a b par a , et 
V bc par V B. 

■ : * . ’ •••;.-*' j > | ' »•_ 1 • '« 

' 121. Si le dividende ou le diviseur ctoit ratio- 
nel , on séparerait l’un de l’autre par une barre 
assez longue pour faire connoître que l’un des 
deux n’est pas affecté dii radical. Par exemple * 

pour diviser a par Vf b . on écrirait — fr -. Pour 

x ■■ r u.iftftqp ï , y' b 

diviser a par a , on écriroit ; mais lors- 
qu'il y a une parité .dans lus lettres du diûdendo 

H 3 
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et du diviseur , il est souvent à propos de donner 
à la quantité rationnelle une forme de radical , 
parce quelle donne lieu à dès simplifications ; 
ainsi dans le dernier exemple, je changerois a en 


V a' 

i aurois sL - — , et 
Va 


^ a\ et alors au lieu de . 
par conséquent 1/ a. De même si j’avois aa—xx 

\ j- • . T/ aa—xx aa — . 

a diviser par ) ecrirois- ou 


XX- 


/ 


aa 


«-H* 

, ; et comme le numérateur et 

V a x ) 

dénominateur peuvent être divisés chacun par. 


ou 


a - f- j’aurois enfin 


V 


a-i-x 


De la formation des -puissances des quantités 
monomes , de l'extraction de leurs racines , et 
du calcul des radicaux et des exposans. 

Mi. Nous avons déjà dit qu’on appelle puissance 
d’une quantité , le produit de cette quantité mul- 
tipliée par elle-même plusieurs fois de suite, a 1 
est la troisième puissance ou le cube de a , parce 
que a’ résulte de a X a X a. La quantité qü'on k 
multipliée est autant de fois facteur dans la puis- 
sance, qu'il y a d’unités dans l’exposant de cette 
même puissance. i 

.Âirrei dkns a r , a est cinq fois facteur; dans ( a + b) k 
« -h est 6 fois facteur.' >*. ' " 

M 3. Puisque pour multiplier les quantités litté- 
rales monomes qui ont des exposans,. il suffit( 2 o) 
d’ajouter l’exposant de chaque lettre du multipli- 
cande , avec l’exposant de k lettre semblable du 
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multiplicateur , il s’ensuit doncquepour élever à une 
puissance proposée , une quantité monome , il suffira 
démultiplier l'exposant actuel de chacune de ses lettres, 
par le nombre qui m rque à quelle pui sance on veut 
élever cette quantité. Nous appellerons ce nombre 
J exposant de la puissance. 
i . • 

Ainsi pour élevera 1 b * cà la quatrième puissance, j’écri- 
rai a* b 1 1 en multipliant les exposans a, 3 etl de a, q,c, 

par l’exposant 4 de la puissance à laquelle on veut élever 
*- b i c. En effet, pour élever a 3 bi c à la quatrième puis- 
sance, il faudroit multiplier a 1 b* c , para 1 bi c, puis lé 
produit par a 1 b’ c et ce second produit par a° b> c; or 
pour faire ces multiplications , il faut (ao) ajouter les 
exposans", puis donc qu’ils sont les mômes dans chaque 
facteur, il faut ajoutercliaqueexposantàlui-même4fois; 
c’est-à-dire, le multiplier par 4- Le raisonnement est le 
môme à quelqu’autre puissance qu’on veuille élever un 
monome, et quels que soiônt les exposans actuels des lettres 
de ce monome. 

Lorsqu’on a à faire sur îes exposans des quan- 
tités , dos raisonnevnens ou des opérations qui ne 
dépendent point de certaines valeurs particulières 
de ces exposans , mais qui sont également appli- 
cables à toutes sortes d’exposans , on représente 
ces exposans par des lettres. 

. i 

Ainsi pour en faire l’application à la règle que nous ve- 
nons do donner , si l’on veut élever la quantité quelcon- 
que am bn rp à une puissance quelconque désignée par r , 
«n écrira amr bnr <tpr. 

1 24. Si la quantité qu’on veut élever à une puis- 
sance proposée, étoit une fraction, on éleveroiti 
cette puissance, le numérateur et le dénominateur. 

: . e 1 b' 

Ainsi - "—vf élevç i la cinquième puissance , dovieat 

H 4 
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* — ; pareillement fOL^él&ré à la puissance r, devient 

d l C p du 

amr bnr j 4 , 

:tpr dq r ' . ' 

12 5 . Si la quantité proposée avoit' un coëfv 
çiént , on 1 elèveroit à la puissance proposée , en 
. le multipliant par Un-même , selon les règles de 
l'Arithmétique. / 

- Ainsi 4 a* i 5 élevé à la cinquième puissance , donnerait 
*1C24 

Quclquefois on se contente d’indiquer cette 
élévation comme pour les lettres ; 

Ainsi on peut écrire 4 5 a 1 5 i ,a , 

. ♦ . «. « * • m 

126. A l’égard des signes , si l’exposant de la 
puissance à laquelle il s’agit d’élever, est pair, 1» 
résultat aura toujours le signe + ; mais s’il est 

* impair , il aura le signe -f ou le signe — selon 
que la quantité proposée aura elle-'même le signe 
-f ou le signe — ; c’est’ une suite immédiate de 
la règle donnée pour les signes ( 24). 

1 27. Il suit de tout ce que nous venons de dire,' 
que dans une puissance quelconque , l’exposant 
actuel de chaque lettre contient l’exposant de sa 
racine, autant qu’il y a d’unités dans l’exposant de 
la puissance que l’on considère; par exemple, dans 
Ipquatriètne puissance, llexposant de chaque lettre 
est "quadruple dé ce qu’il étoit dans la quantité 
•primitive qui en est la racine. . . i „,L 

t 2 8. Donc pour revenir d’une puissance quel-, 
"t'onqltéàsa racine, c’est-â 3 ire , p ouï® extraire un & 
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racine dlun degré proposé , d'une quantité monome 
quelconque, ilfaut diviser l'exposant actuel de chacune 
de ses lettres, par le nombre qui marque le degré de 
la racine quon veut extraire. On appelle ce nombre 
l'exposant de la racine. . - r - , 

•4 

Ainsi pour tirer fa racine troisième ou cubique de 
a 11 b*, c* , je diviserois chacun des exposans par 3, et 
j*atiroîs<i 4 i’ c. Pareillementpour tirer la racinecinquième 
de « 10 4 1! c s , je diviserois chacun des exposans par £► , 
et j'aurois a* b 1 c. En général , pour tirer la racine «du 
;■ • m n 

degré r de la quantitéa»" bn, j ecrirois a? bu 

129. Si la quantité proposée étoit une fraction, 
;on tireroit séparément la racine du numérateur et 
■celle du dénominateur. 

i3q. S’il y avoir des coèfficiens , on en tireroit 
la racine quarrée ou cubique par les méthodes 
données en arithmétique ; et par celle qu’on verra 
par la suite, lorsque celte racine est plus élevée. 

1 3 1 . Lorsque l’exposant de la racine qu’on veut 
extraire , ne divise pas exactement chacun des 
exposans de la quantité proposée, c’est une preuve 
que cette quantité n’est point une puissance parfaite 
du degré dont il s’agit. Alors , l’exposant reste 
fractionnaire, et‘ marque une racine qui reste à 
extraire. 

*' Ainsi , si l’on dëmande la ratine cubique de a’ 5* c* , 

4 j ' , . ) 

en aura o 5 b c? ou a* bcc^ , dans laquelle 1 «:. v pc- 
sant j roarquç jqu’il reste encore i extraire la racine tubi- 
'-qüe de c. < '■ ’ >' • 

• U. . w' . • • - , r 4 

»* .' i 32. On indique aussi les extractions de racines 
Supérieures au sçç^itd degré ; eàçmployam le signe 


' 


/ 
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Ÿ ; mais on place dans l’ouverture de ce signe , te 
nombre qui marque le degré de la racine dont il 
s'agit. 

Ainsi y a , marque la racine cubique de a ; \/ a marqua 
la racine septième de a. 11 faut donc regarder ces deux 
1 

• J T 

expressions y a et a corame signifiant la même chose j 
il en est de même de y a 4 et af. 


t 33 . Lorsque la quantité est complexe , il ne 
faut pas diviser chacun de ses exposans ; mais il 
faut considérer la totalité de ses parties, comme 
i}e faisant qu une seule quantité dont l’exposant est 
naturellement i, que 1 on divise par l’exposant de 
la racine qu’il s’agit d'extraire , ce qui n'est, à pro- 
prement parler , qu une indication de cetteracine. 

Par exemple, au lieu quî est la mém , 

. 4 * , 

chose qye ✓(«•+**)*, on écrit ( a 1 + i* ) 4 ou 


S» la quantité totale qui est sous le radical, avoit 
déjà un exposant , on diviseroit de même cet ex- 
posant , par celui de la racine qu’on a dessein 
d’extraire. 

Ainsi , au lieu de 1/ ( a 1 ) 5 on peut écrire 

( _{_ b 2 ) J 

t- . 1 

t 34. Les règles que nous avons données ( 1 18 
et suiv. ) pour l’addition , la soustraction, la mul- 
tiplication et la division des quantités radicales 
à» second degré , s’appliquent également aux 
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quantités radicales des degrés supérieurs , pourvu 
que les radicaux sur lesquels on a à opérer, Soient 

7 7 

de même degré entr’eux. Ainsi |/ a 1 X / a 1 

*= j/ a * = \/ a 7 a s=s fll/fl.p' a 1 £* X |/c’ b % 
5 5 5 5 

ae j/ a , 4' = ai.aX)/--= K a 1 X j/ JL 


,5 a ! 5 

“V ~T 



1 3 5. S’il s’agit d’élever un radical quelconque 
à une puissance dont l’exposant soit le même que 
celui du radical , il suffira d oter ce radical ; ainsi 

5 

( y n y =± a ; ce qui est évident en général , si 
l’on fait attention que l’objet est alors de ramener 
la quantité à son premier état. 

Pour élever une quantité radicale monomô à 
une puissance quelconque , il faut élever chacun 
de ces facteurs à cette puissance , selon la règle 
donnée ( 123). 

7 . * 

Ainsi V a 1 b s élevé â la puissance quatrième, donne 

7 7 

y a ’ i’^quiseréduità ab y ab f ;cc qu on peut voiren- 

7 

core en cette autre manière, y a 1 S* étant la môme 

chose (132) que à* b^; pour élevercelui-cià la quatrième 
puissance , je multiplie scs exposatis yas4 , ce qui m* 

donne a r b T = a b a T b ^ a b J , / a b*, 

.' vi r - ' ' 


i36. Pour diviser y par y n ’ , on divisera 
a' par a 1 et l'on donnera au quotient a* le signe 

7 7 5 

} ' . , , , , y a* b‘< . 

y , ce qui donne y a’; de meme -g — - — 

y a' b 
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5 • 5 b 

==l/_lH != 5 1 a 

r <ji b j/ fl i’) 5 “** 5 a* 

y a * >/ a J 

'* & b 

_ 5 V «i, j/ o 1 » y a’ 

- V a'; — = T— = V — - • * 

>/ a * 

‘ & I «*■.,■.- 

— l/j ~T~ ‘ 

^ a 1 Ka'î car la racine cinquième de 


i est r. En général toute puissance ,• ou toute' 
racine de l’unité , est l’unité. 


i3y. Pour extraire une racine quelconque d’une 
quantité radicale , il faut multiplier l’exposant 
actuel du radical » par l’exposant de cette nouvelle 
racine. 

*. . / ( ‘ . 5 

Ainsi , pour extraire la racine troisième de y « 4 , on 
i5 6 * 

écrira y a 4 , en multipliant 5 par3. En effet , 1/ a 4 = aJi 
or (i 26 ) pour extraire la racine de Celui-ci , il faut diviser 

4 

son exposant par 3 , ce qui donne a TT , qui est la mémo 
iS • 

•hose que j/ a 4 . 

1 3 8. Lorsque les quantités radical.es proposées, 
ne sont pas toutes du même degré , il faut , pour 
pratiquer sur elles les opérations de l'addition , 
soustraction, multiplication et division, les ramener 
au même degré , ce qui est facile par cette règle. 

S’il n’y a que deux radicaux , multiplie* l’exposant 
de l'un par l'exposant de l' autre ; le produit sera l'ex- 
posant commun que doivent avoir les deux radicaux**: 
éieve ç en meme temps la quantité qui est sous chaque 
radical y à la puissance marquée par l’exposant de 
l'autre radical. 


Diqil 
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, Par exemple , pour réduire à un même radical y le* 
5 7 ■ ... 

deux quantités >/ aï et 1/ a 4 , je multiplie 6 par 7, et 

35 

j’ai 35 pour l’exposant du nouveau radical qui seia J/ ; 
j’éleve a 1 A la septième puissance , et a 4 à la cinquième» 
ce qui me donne a 11 et a 2 °; en sorte que les quantités 

. . 35 .35 

proposées sont changées en "|/ a 11 et y a 10 . 


S’il y a plus de deux quantités radicales , mul- 
tiplie-^ entreux les exposons de tous les radicaux ; le 
produit sera l' exposant commun que doivent avoir tous 
cesradicaux. Elève en même temps , la quantité qui 
est sous chaque radical , à une puissance d’un degré 
marqué par le produit des expo sans de tous les radi- 
caux autres que celui dont il s'agit. 

: ' • ... r 5 7 

Par exemple, si j’avois les trois radicaux j/ a* ÿ 
8 

et 1/ o 7 , je multiplièrois les trois exposans 5, 7 et S* 
«e qui me donneroit 280 pour l’exposant commun des 
nouveaux radicaux ; j’éleverois a’ a la puissance 7 X& 
«u 56, a* à la puissance 5 X 8 ou 40 ; et a 7 à 1* 

‘ ■’ 380 380 


puissance 5 X 7 0u 35 , ce qui me donneroitj/ « 1 * * , |/ a ’ 

a8o - ■ ^ • • ’• ’ ■ - ’ 

y a*+f. . 


» «./ 


La raison de cette règle est facile à appercevoir, 
en observant sur le premier exemple r que lorsqu’on 
élève , selon la règle , a ! à la septième puissance , 
on rend a, 7 fois aussi souvent facteur qu’il l’etoit; 
mais en rendant l’exposant de sqn radical 7 fois 
aussi grand qu’il 1 etoit, on rend a , 7 fois moins 
souvent facteur; il y a donc compensation , et il 
n’y a que la forme de changée. 


139. On peut conclure de ce raisonnement , 
que lorsque l’exposant de la quantité qui est sous 
le raéicai, et celui du radical même, ont undivi- 
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En général ÿ' an bp X V ar ^ s ® change %n a 


m 


m 


r $ 


n r p 9 

_ ^ M j r n 

X a? fi ? qui revient i a m ' q b m ? , ou ( en rédui- 

q n + mrp q + m t 

sent auméme dénominateur ) a ® m b ? ,n ouenfin(i3a) 

qm 

i ]/ ai n + ™ fiPî + m*. II en est de même de la division ; 

^ a* i r 

se change en . — — a? (3i), ea enfin en a. 

V •« 5 ^ 

Pareillement^-^ se change en -- --- =a 

K l/. o l i J • * b ▼ 

4 I 

^(3i)ou(en réduisàntles frac. auméme dénommât exir) 


ai — io 28—16 


4 i f b i s ,quiseréduitiai b j f qui est la même 

n JP 

m mm 

\/ a* bp a b n 
chose que t/ a 11 fi 1 !. En général, — — 

• ÿ ' ' r ; t 

l-' a'- b* ai b i \ 
n rps g h — mr pq—*ms 

“ J* m ? 9 m _ ?« 

a i S s fi ;=; 

O m 

•J/ aq n — mr b P 1 


14 1. Dans ce dernier exemple , nous avons 
retranché l’exposant de chaque lettre du dénomi- 
nateur , de l’exposant de la lettre correspondante 
dans le numérateur La règle que nous avons 
donnée (3i) pour la division , ne semble le per- 
mettre que lorsque l’exposant du dénominateur 
est plus petit que celui du numérateur ; mais cela 
se peut en général , en donnant à l’excédant le 
signe r—, après la réduction faite ; en sorte qu’on 
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peut en général mettre toute fraction algébrique 

sous la forme d’un entier. ' 

r , v .. 

- •» ü i 

Par exemple , au lieu de ~lr , on peut é • re ai è-n 
En effet i suivant l'idée quenuus avons clorim 1 de la divi- 
sion , l’effet d un diviseur est de détruire clans le dividende 

...... ' ’ ' •■ .. , ; ... • 2 

tous les facteurs qui se trouvent dans le diviseur; dans a * * 
qui se réduit à d J »le diviseur a ’’ détruit dans a 5 deux facteurs 

a > 

égaux à a. Pareillement , dans la quantité .X" l’effet de El* 
doit être de détruire dans a* deux facteurs égaux à b. Or 
quoique ceS facteurs n’y soient pas explicitement, oïl petit 
toujours se les représenter : car on Conçoit que a contient 
b un certain nombre de fois, soit entier, soit fractionnaire t- 
soitm ce nombre de fois; alors a vaut donc* fois b , où 

t t . . a 1 * - , ■ »* S* 

jn b : la quantité ^ sera donc —»*— qui se réduit a 

m } b } or la quantité ai devient en pareil cas mi bt b-i , 

' - *? 

Ou ( 20 ) m ! 5 J -a , c’est-à-dire, m b ; donc “ST revient 

*u même que at b-*. 

Donc en général on-p eut faire passer Une quantité' y 
du dénominateur au numérateur , en l’écrivant dani 
celui-ci comme facteur , mais avec un exposant 
de signe contraire, à Celui quelle avôit dans le. 
dénominateur. 

i 

Ainsi au lieu de'âT, on peut écrire i X a-3 ou simpî#- 

- ■ t -• ■■■', IJ » - ~ 

ment a-3 ; au lieu de am , on peut écrire a-m ; au lieu de 
a 7 ** bn _ . ~i~ b i 

~cf7q on peut écrire a m En c -p d-q. Au lieu de n» -P b* 
on peut écrire ( a } + £ } ) X C°* + -)*** 1 »'*# éu égard i 

• . . i . y c j 4 t . 

tout co qui précédé , au lieu de 1 — %onpeutecrirw 

•* •’* 1- ’ V • ■» ■ - 

C! • • . ) V ( fl 1 + i«)) ; 

& : ^ enfin (a* -4 (<i '-y lé 1 )-*- 

142. Et 


C« 
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: 142. Et réciproquement , ' si une quantité est 
composée départies qui aient des exposons négatifs , 
on pourra faire passer ces parties qu dénominateur , 
en rendant leurs exposons positifs. 

a* 

Ainsi, au lieu de a* £-4, on pourra écrire -pp ;au lieud® 
«>”-3 qui est la mênqe chose que ,a m X a-3 on pou i ra écrire 

a’n 

— — , et ainsi de suite. 

à 5 

De la formation des puissances des quantitêi 

complexes , et de l’extraction de leurs racines. 

143. Suivant l’idée quo nous avons donnée 
des puissances, il ne s’agit, lorsqu’on veut élever 
Une quantité complexe à une puissance proposée j 
que de multiplier cette quantité par elle-même 
autant de fois moins une qu’il ,y a d’unités dans 
l’exposant de cette puissance : mais en se bornant 
à ce moyen , on tomberoit souvent dans des calculs 
très-longs pour parvenir à des résultats qu’on peut 
avoir à bien moins de frais , en réfléchissant un 
peu sur les propriétés des produits de quelques- 
unes de ces multiplications. 

Nous allons nous occuper des puissances des 
quantités binômes, parce que celles-ci conduisent 
it la formation des puissances des quantités plus 
composées; mais pour mieux faire sentir l’étendue 
de ce que nous avons à dire , nous reprendrons les 
choses d’un peu plus haut; nous examinerons quelle 
est la nature des produits que l’on trouve en mul- 
tipliant successivemen t p lusie yrs facteurs binômes 
quiauroienttousun terme.com.mun : çetje recherche 
Marine. Algèbre. I 
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qui nous conduira directement à notre objet, nous 
fournira en même temps plusieurs propositions qui 
nous seront très-utiles par la suite. 

T44. Soient donc jc — |— et , x + £ , x -f- c ,‘ 
x + d , etc. plusieurs quantités binômes qui 
ont toutes le terme x commun , et qu’oa veut 
multiplier les unes par les autres. 

En multipliant x + a 

par x + b 

on aura x 1 + a x + a b 

+ b x. 

Multipliant ce produit par x + c , on aura 
at ’ + æ*’ taixtaic 
+ b x r + a c x 
+ c x' + b c x 

Multipliantce second produit par x + d, on aura 
x 2 * 4 4 - a x* -f- abx'-fabcx + a b e d 
i 4 x 1 + a c x' a b d x 
f : x’ + a d x 1 + a c d x 
■f d jc 1 -J- bcx 1 +bcdx 
■+• b d x* 

-h c b x% 

et ainsi de suite ; ce qui nous fournit les obser- 
vations suivantes , en prenant pour un terme tout 
ce qui est dans une même colonne. 

i.° Le premier terme de chaque produit ast 
toujours le premier terme x de chaque binôme , 
élevé à une puissance marquée par le nombre de 
ces binômes; en sorteque sile nombredesbinomes 
étoit m , . le premier terme de chaque produit 
seroit x m . 

2. 0 Les puissances de x vont ensuite en dimi- 

nuant continuellementd’une unité jusqu au dernier 

terme qui ne renferme plus d’x. 
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3.° Les multiplicateurs de chaque puissance de 
x , ( que nous nommerons à l’avenir multiplicateur 
du terme où se trouvent ces puissances ) sont, pour 
le second terme, la somme des seconds termesa,3, 
c , etc. des binômes ; pour le troisième ternie , la 
somme des produits de ces quantités , a, b , c,e te. 
' multipliées deux à deux ; pour le quatrième , k 
Somme des produits de ces quantités a,b,c, etc. 
multipliées trois à trois ; et ainsi de suite jusqu’au 
dernier qui est le produit de toutes ces quantités. 
Ces conséquences sont évidentes , quelque soit le 
nombre des quantités x -b- a , x B, etc. qu’on 
a multipliées. 

145. Si l’on suppose maintenant , qtte toutes 
les quantitésa, b , c, etc. soient égales, auquel cas 
tous les binômes qu'on a multipliés seront égaux, 
les produits trouvés ci-dessus , Seront donc les puis- 
sances successives de l’un quelconque de ces binô- 
mes, de k -f- a , par exemple, si l’on suppose que 
les quantités b, c, d, etc. sont , chacune, égales àm 
Si l’on met donc a dans ces produits , au lieu de 
èhacunedes lettres^, c, d, etc. on aurales résultats 
Suivans pour les'valeurs des puissances qui sont 
rn arqué es à côté. 

i x -b 2 a x + a 3 *= ( * -J- a )* 

+ 3 1 ï’ + 3 a’ * — f- a 1 — ( * *1 * a ) * 

x 4 + 4<* x5 +6a’ ! x î + 4 a ! x.+ ,a + — (x+a ) *. 

Où l’on voit que si m est l’exposant de la puissance 
à laquelle on veut élever le binôme , Us puissances 
Successives de x seront x m , , x " 1 *— 1 , 

—3, — 4 „ eté> » > •- f v. . • ' v; - 

Mais on Re voit pas aussi évidemment comment 
les cotfnciens des différons termes de chaque puis- 
sance dciivcnt/Ui Uns des autres , ni qn’elle est 

f A 1 i"”' 
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leur dépendance de l’exposant m, dont Us dépen- 
dent cependant comme on va le voir. 

146. Pour trouver la loi de ces coëfficicns , il 
faut retournera nos premiers produits, et remar- 
quer que puisque le multiplicateur du second terme 
est la somme de toutes les quantités , a , B,c, etc. 
U faudra, lorsque toutes ces quantités seront égales 
à a , qu’il soit composé de a , pris autant de fois 
qu’il y a de ces quantités ; donc si leur nombre 
est m , ce multiplicateur sera m fois a , ou ma, 
c’est-à-dire que son coefficient m sera égal à l’ex- 
posant du premier terme de cette puissance. C’est 
ce que l’on voit aussi dans les trois puissances par- 
ticulières que nous avons exposées ci-dessus. 

Voyons maintenant quels doivent être les mul-. 
tiplicateursdes autrestermes.il est évident que tou* 
les produits a B, a c t a d , b c, B d,e te. deviennent 
chacun égal à a 1 , dans la supposition présente ; 
pareillement tous les produits abc , abd , etc. de- 
viennent chacun égal à a ? , et ainsi de suite. Donc 
le multiplicateur du troisième terme de chacun de 
nos premiers . produits se réduit alors à a x pris 
autant de fois que les lettres a , b, c, etc. peuvent 
donner deproduits deux à deux. Pareillement, celui 
du quatrième se réduit à a 5 pris autant de fois que 
les lettres a , 5 , c , etc. peuvent donner deproduits 
trois à trois, et ainsi de suite : donc pour avoir le 
Coefficient numérique , des troisième , quatrième , 
etc. termes de la puissance m du binôme x -f- a , 
la question se réduit à déterminer combien un 
nombre m de lettres <7, b , c , etc. peut donner de 
produits deux à deux , trois à trois, etc. , 

* * . - . < ? 

, * - - • 1 * - > 

‘ 147. Or, je remarque qufe si l’on a un nombre 
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quelconque m de lettres , et qu'on les combine de 
toutes les manières imaginables deux à deux, trois» 
trois, quatre à quatre , etc. sans répéter une même 
lettre dans une même combinaison , je remarque , 
jdis-je , 

«Î*. • • 

i Que le nombre des combinaisons deux à 
deux, sera double du nombre des produits de deux 
lettres réellement differens. En effet, deux lettres 
.peuvent être combinées l’une avec l’autre de deux 
manières différentes; par exemple, a et b donnent 
ces deux combinaisons a b et b a ; mais ces deux 
combinaisons ne font pas deux produits differens. 

z.° Le nombre des combinaisons de plusieurs 
lettres trois à trois , sera sextuple du nombre des 
prpduits de trois lettres, réellement distincts : en 
'êffet, pour avoir les combinaisons de trois quan- 
tités a , B , c , il faut , après en avoir combiné deux , 
à èt b , par exemple , 'ce qui donne a b et b a , 
combiner la troisième c avec chacune des deux 
premières combinaisons , c’est-à-dire , lui donner 
tbntes les dispositions possibles à l’égard des lettres 
* a et b qui entrent dans a b et b a ; or, cela donne 
$jx combinaisons de trois lettrés , comme il est 
évident par les dispositions sui varies a b c,a c b , 
ça b , ’hà'c', b c a , c h a ; mais ces six combinai- 
sons ne font chacune qpe le même produit. 

ynraisourîèmcnt semblable prouvera que quatre 
quantités sont susceptibles de vingt-quatre combi- 
naisons , dont chacune cependant ne fait que le 
même produit ; donc le nombre des produits dîsr 
tincts qu’on peut avoir en combinant plusieurs 
lettres quatre à quatre , est la vingt-quatrième partie 
du nombre total de ces combinaisons. Pareillement, 

peut avoir 

O » 

s> 


le nombre des produits distincts qu’on 
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en combinant plusieurs lettres cinq à cinq , six à 
six , sept à sept, etc. est la cent vingtième , la sept 
cent vingtième , la cinq mille quarantième , etc. 
partie du nombre total de ces combinaisons; c’est- 
à-dire, est, en général , exprimé par une fraction, 
qui a pour numérateur le nombre total des com- 
binaisons, et pour dénominateur le produit de tous 
les nombres, 1,2, 3 , 4, etc. jusqu a celui qui marque 
de combien de lettres chaque produit est composé. 

143. Voyons donc quel est le nombre total 
des combinaisons que peut donner un nombre m 
de lettres a , b , c etc. prises deux a deux , trois 
à trois , etc. 

. Il est évident pour les combinaisons deux à 
deux , que puisqu’une même lettre ne doit pas être 
combinée avec elle-même, elle 11e peut l’être qu'avec 
les m — 1 autres , et par conséquent elle 4oit 
donner m — 1 combinaisons ; donc puisqu’il y 
2 m de lettres en tout , elles donneront m fois 
m 1— 1 ou m, m — 1 combinaison?*/, Doqc 
suivant ce .qui vient d’être dit ( 147 ) , le nombre 
des produits de deux lettres, réellement diffère, n?, 

r. m — I 

sera m. — —. j '* '• 

. A 1 «glKd V combinaisons trois à trois : pour 
lés avoir , il faut que chacune des combinaisons 
deux à deux , soit combinée avec chaçqne’desîef très 
quelle ne renferme point , c’est-à-dire , ayoq un 
nombre de lettres marqué par m — 2 \ ^'dpnp 
chacune de ces combinaisons donnera rn —'/a 
combinaisons de trois lettres ; donc puisqu’il y~ a 
jn> ni — 1 combinaisons de deux lettres, dont 

chacune doit- donner m 2 combinaisons de 

trois lettres , il y. aura en tout m. m — 1 
, m — 2 Combinaisons de trois lettres ; dc$« 
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puisque ( 147 ) le nombre des produits réellement 
distincts , est la sixième partie de ce nombre total 

de combinaisons, il sera m. — 

6 

, m — 1 m — 2 

ou m. — . 


On prouvera de même , que le nombre des 
combinaisons quatre à quatre, sera m. m 1 

. m — 2 . m — 3 ; car il faudra combiner 
chaque combinaison de trois lettres, avec toutesles 
autres lettres que cette combinaison ne renferme 
point, et qui étant au nombre de m — 3 don- 
neront, pour chaque combinaison de trois lettres , 
m — 3 combinaisons de quatre lettres ; donc le 
nombre des combinaisons trois à trois étant m 

■ - » » !.. — — I—» 

• tu 1 • tu 2 , «celui des combinaisons 

quatre à quatre sera m. tu — 1 . ~ m __ 3 

. m — 3 ; et puisque le nombre des produits 
quatre à quatre réellement différens , est la vingt- 
quatrième partie de ce nombre de combinaisons , 


m — 1 m — 2 m • 


il sera donc m . , , 

_ . 3 a * ■ 

Le meme raisonnement prouvera que le nombre 
des produits distincts qu’on peut former en mul- 
tipliant un nombre m de lettres cinq à cinq , six 

* ' t . * î , ' m — i m — a 

a six etc. sera exprime par m . — — . — — 

‘ m — 3 m — 4 m— 11 m — a irç — 3 

• 4 6 > P^ r 771 * a • 3 

i m — 4 m — 5 . 

~ • , et ainsi de suite. 


149. Concluons donc de là , et de ce qui' a 
«té dit ( 146), queles termes successifs du binôme 

U 
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X a élevé à la puissance m ou de ( x -f- a ) m sont 

m — i m — * 

X* 4- m. a X m -' m . — ~ à 1 x m - 3 -f- m . ~ 

m 3 

' — — a ’ x m -3 — « etc. 

C’est-à-dire , que le premier terme de la suite 
ou série qui exprime cette puissance , est le pre- 
mier terme x du binôme , élevé à la puissance m j 
qu ensuite les exposans de x vont en diminuant 
d’une unité, et ceux de a en augmentant d’une 
unité , à partir du second terme ou il commence 

à entrer. A legard des coëfficieris m , m . - * ■ 

efc. il faut remarquer que celui du second est 
égal à l’exposant du premier; que celui du troisième 

qui est m . m ■ - est le ^efficient m du précé- 

dent , multiplié par ; c’est-à-dire , par la 

moitié de l’exposant de x dans ce même terme 
précédent. Pareillement, le coefficient du quatrième 

qui est m . — — - -rr— , n est autre chose 

que le coéfficieiît m . —j— du terme précédent , 

multiplié par -■ ■■ 3 , c’est-à-dire , par le tiers de 

l’exposant de x dans ce même terme précédent, et 
ainsi de suite. Toutes ces conséquences que l’ins- 
pection seule fournit, nous conduisent à cetterèele 
générale : Le coefficient de Lun quelconque des 
termes , se trouve en multipliant le coefficient du 
précédent , par l'exposant de x dans ce meme terme 
précédent , et divisant par le ncuibre des termes qui 
précédent celui dont il s'agit. 
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Formons d’après cette règle , la septième puissance de 
ar + a, pour servir d’exemple. Nous aurons ( x-fa) 7 = 
x 1 -ji- y a x e -jr 2i a 1 x ! + 35 o J x 4 + 3ô a 4 x 3 + îi a ’* 1 
+ 7 a s f * a 7 . En écrivant d’aborft x 7 ,.puis multipliant 
celui-ci p 3 r 7 , diminuant l’exposant d’une unité et mul- 
tipliant par a , ce qui donne yTi 

_6_ 

Je raultiplle *éku-ci par > , je diminue l’exposant 
de x d’une unité , et j’augmente celui de a d’une unité , et 
fai 21 a» x ! pour le troisième terme. 

_5 

Je multiplié ce troisième , par 3 , je diminue l’eX- 
prrnnt de x d’une unité, et j^ugmente celui de a d’un» 
unité, c» qui me donne 36 ai x 4 pourle quatrième terme j 
il est aisé d’acherer. 

Si au lieu de x 4- a, on avoit jc — a ; alors les 
termes auroient alternativement les signes 4- et* — , 
à commencer du premier ; car si dans a 4 , par 
exemple , on substitue — o au lieu de -b fl , le 
signe 11 e changera point (126); mais il changeroit , 
si l’on substituoit — a dans une puissance impaire 
de a. 

La même formule que nous venons de donner 
peut servir à élever à u'ne puissance proposée , non- 
Seulement un binôme simple Comme x -f- a , 
mais encore un binôme composé tel que x* -1- a 1 * 
ou x * -f - a ou x 1 H- a* , etc. et même à élever 
non-seulement à une puissance dont l’erpôsant 
seroit un hombrê en fier positif , mais encore à une 
puissance dont l’exposant seroit positif ou négatif , 
entier ou fractionnaire. Mais ces usages exigent , 
pour plus de commodité, que nous lui donnions 
une - autre forme. r 

- - V' ; . . - r 

• i5o. Reprenons donc la formule f x 4- a )« 

. • r — — -- m — 1 

«= xm -f- nt a x m ~ l + m , 3 a*‘ x"* 1 

m 1 m ' — 2 

+ m. ~ 3 * 3 ' a 1 jc ™-3 4- > etc. 


•i 


'I 

J 

1 
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Suivant ce que nous avons dit ( 14 a), on peut y 

xm 

au lieu de xm-i , écrire x ~; au lieu de , 


xm 


écrire *r ; au lieu de xm-3 , écrire , et ainsi 
de suite. Conformément à ce principe , nous pour- 
rons donc changer notre formule en cette autre , 

maxm m — I 

( X + a )m ess xm + + m . — 

X 2 

û* x m f ni — I m — 2 a x™ 

& " i" m • ■■■■■■■ . . + m 


** . a • 3 

m 1 m 1 m — 3 a* xm 


*•* 


xi 

, etc. 


3 3 4 

Si 1 ’on fait attention maintenant que tous les 
termes ont'pour facteur commun xm , on pourra 
donner à la formule, cette autre forme ( x + a )m 


ma m — i a* 

= xm ( I + x ~ + m . — r — x r t 


m 


— I m — 2 ai 

- î • 3 . ~yr + etc. ) dans laquelle 

xm est censé multiplier tout ce qui est entre deux 
crochets. De là nous concluons la règle suivante , 
pour former d une manière commode la suite ou 
sérié des termes qui doivent composer là pimsaw^» 
m du binôme x + a 
i5i. Ecrivez sur 1 
suit , les quantités 
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F» Et ayant écrit l’unité au-dessous et à une place 

•plus avant sur la gauche , formez la suite inférieure, 
** par cette loi. . , . .• . . . . . . . 

Multipliez cette unité , par le premier terme de 

âu 

la suite supérieure et par “ , et vous aurez le 
second terme de la série inférieure. 

s-, ■ ' ...•*■ 


t 


use 


CE 


*) 


lifcl 


des 


Multipliez ce second terme , par le second terme 


de la suite supérieure et encore par * , et vous 
aurez le troisième terme de la série inférieure. 


Multipliez ce troisième terme, par le troisième 

1 

* \ . " " . a 

de la suite supérieure et encore par ~ x ~, et vous 
aurez le quatrième terme de la série inférieure; et 
ainsi de suite. 

t 

, _L. .» . . • • .. . • t . . 

Réunissez tous ces termes de la série inférieure, 
et multipliez la totalité par x”*, vous aurez la valeur 

de ( x + a 




nK ' ïifë. Si au lieu de x + a , on avoit x* 4. a % , 

3 6 ou a\ ou , etc. au lieu de multiplier suc- 

ac ‘ a £*- 

~x~ , on multiplierait par»* 
a* 

~r dans le second , et 
ne du binôme divisé 
;roit la totalité , dans 
à la puissance m ; et 
levé à h puissance m ; 
jarle premier terme du 
ance proposée. 

terme du binôme , au Ji eU 
lie<* 


i 

| 

r 

t 
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de multiplier successivement par x , lorsqu'on a 

a 1 

x 1 4- à, où par "x T , lorsqu’on a x' -f- a* , oh 
multipl’eroit successivement par — ~ , ou par 
— -^r , et ainsi de suite. 


Supposons , pour donner un exemple -, qu’on demande 
la sixième puissance de x 5 -f- a } : je procède comme- 

ci-dessous....,,. . .. . 

5 4 3 a i 

6 rTTTT 


t 6 a* , i5 a* . 

t + “ -f — ; h 

X* X 


1 ? 
,ir 


C’est-à-dire , qu’ayant écrit la suite 6 y — , etc. 

y ^ ,, .«3 ; 


2 m — v> 

, — ; — , etc- et 


. ' , , m — i n — 

qui répond a m , , — — - , 7 

’ a , J % ; , 
ayant écrit au-dessous , 1 unité , pour premier terme de 
la second 8 suite , je multiplie cg, premier, terme , par lo 

i.ïV " si' 

premiet tartrte <5 de la suitè supérieure , et par *». , ce 
' •*' (>_ aj_ 

qui me donne x i pour Iç second terme. démultiplié 
6 ai 5 

_ xï~ par le second terme 3 de la suite supérieure, 

‘ V - • - ■ ' -■ ; • it;J> 

«t par ~*r v -et j’ai ‘'a*' jiûur troisième .'terme et 
ainsi de suite. Ef.Siîj je multiplie U totalité des termes 
-formés suivant cetta loi , par xi élevé à la puissance éj, 

r ‘ 4 11 1 A = . /. d'rfVi'P -'■* 

c’est-â-dire (ia3) , par >}*«,. « f y ■ x 1 * -J-, — + 

i*â* 4 **» 1 , 20 à* > , f ^l < &«■*» x l f. j r - 6 

x* i ~ " * - «• ■ ->'!•>#!:* i - 

4 I* *; * - ‘ . . ? » • ^ 

■ I * 1 » *■ , qui se réduit à x 1 * flî n’ x*’ + 16 a* x rî 

4- io 'aP x '* -r li a? 1 x' —H è>- àr 1 5 x ! -4- o 1 * •' t ■< 


-, \ 
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»53. Sî au lieu d’un binôme on. a voit un trinôme à élever Ji 
Une puissance proposée, si l’on avoit, par exeropleo 
à élever à la troisième puissance,, on feroit b tc S m , et 
l’on auroit a 4* m à élever à la troisième puissance , qui , 
selon les règles qu’on vient de donner, seToit a» 4- 3 a* m 
- b 3 a m* *j" Remettant maintenant , au lieu de m sa va- 
leur b 4* c , on auroit a’ 4-3<j*(è-{-c) + 3 a ( Æ 4*c )* 

+ (É + c) J . Orles puissances (S*fc),(£4-c) 1 ,(4 
4* c )> , étant toutes des puissances de binôme , se trou- 
veront également parles Tègles précédentes ; il ne s’agira 
plurqùe de les multiplier respectivement par 3 a' , 3 a 
et j. En achevant le calcul, ontrouvera a*+3 a* é-f-3a’ c 
ai* jr 6 abc -jr 3 c ac* 4* b* 4* 3 bc % 4* 3 b c’-f-c 1 » 

, 1 54 . Mais en réfléchissant un peu sur la règle 
de l’élévation des binômes , on verra qu’on peut 
former la puissance d’un polynôme quelconque, 
d’une manière plus commode , en observant la 
règle suivante. 1 

Supposons qu’on vent élever le trinôme «-j- 
b~\~ c-& la troisième puissance. Faites h-^ J . — p , 
et alors il s’agit d’élever à la puissance 3 , 
ce qui donnera. . . . . . 

a ) - 4 - 2 a* p - 4 - 3 ap* - 4 - p\ 

1 a 3 

J’écris §ous chaque terme de cette quantité 
l’exposant de p ; je multiplie chaque terme par 
le nombre qui lui répond, et je change un p 
en b, ce qui donne. . . . . 

3 a'b + 6 abp + 3 bp*. , 

• - * i x 

ï r r 

J’écris spus cette quantité la moitié de chaque 
exposant de p , et je multiplie chaque terme par * 
le; terme correspondant , changeant encore un p 

en, b ; j’ai. . ; 

3 a b* -f- 3 b 1 p. 

I 

r . ~ • 1 : . » - • . »;•- •• 1 

, J’écris sous chaque terme de deiîe-ci le tiers 
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de l’exposant de p , je multiplie comme ci- 
devant , et je change unp en b-, j’ài. . . . b* 

Enfin je réunis toutes ces quatre lignes en 
changeant p en c; et j’ai 3 a 1 + 3 a 1 c~h3 a c l 
«t* ~ l - 3 a* b 6 a bc 3 b c* 8 a b A 3 b* c 
4 ■ b 1 y de même que ci-dessus. 

Ainsi on multipliera chaque terme de la pre- 
mière ligne , par l’exposant du p ; chaque terme 
de la seconde, par la moitié de l’exposant de p» 
dans cette seconde; chaque terme de la troi- 
sième , par le tiers de l’exposant de p dans cette 
troisième , et ainsi de suite , observant à chaque 
ligne , à commencer de là seconde , de changeT p 
en b , et à la fin on changera tous les p restants, 
en c. Cette règle s’applique de même aux qtia- 
trinômes , quintinonnes , etc. 

De l extraction des Racines des quantités , 
complexes, 

1 i • !i ' 

i55. Lorsqu’une fois oh est en état de trouver 
tous les termes dont une puissance proposée d’un 
binôme doit être composée , il est aise d’en . con- 
clure la méthode d’extraire une racine d’un degré 

a osé, soit que {a quantité dont- il s’agit 'soit lit-i 
e , soit qu’elle soit numérique. Ce que nous 
allons dirè sur la racine cinquième suffira pour 
faire comprendre comment on doit se conduire 
dans les autres degrés. 

Selon la formule des puissances d’un binonie , 
la cinquième puissance de a -f- b , est a r *4“ 
5 a* b -f ro a 1 b ' + iô a % b x + 5 ah*- f. 5* De 
ces six termes , les deux premiers suffisent pour 
établir la règle que nous cherchons. 

Le premier est la cinquième puissance du pre- 
mier terme du binôme, et lesecondestle quintuplé 
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de 1a quatrième puissance de ce même premier 
terme , multiplié par le second terme ; donc pour 
avoir le premier terme de la racine , il faut , après 
avoir ordonné tousles termes de la puissance donnée, 
extraire la racine cinquième, du premier terme de 
Cette puissance ; etpour avoir le second terme de la 
racine, il faut diviser le second terme de la quantité 
proposée, par le quintuple de la quatrième puissance, 
delà racine qu’on vient de trouver par la première 
opération. En effet , il est évident que la racine 
cinquième de a 4 est a, qui est le premier terme du 
binôme dont la quantité a’ t 5 a 4 H , etc. est 
la cinquième puissances et il est également évident 

5 a 4 b 

que Tô*~ donne h qui est le second terme de ce 
binôme. Mais comme il pourroit se faire que la 
quantité proposée ne fût pas une puissance parfaite 
du cinquième degré ; après avoir ainsi trouvé le 
second terme de la racine , il faudra vérifier cette - 
racine , en l’élevant au cinquième degré et retran- 
chant le résultat de la quantité proposée ; voici un 
exemple : 


On demande la racine cinquième de 
' 3 a a 1 -fi 240 « 4 i f 720 a* 5* -fi 1080 a' 1 b' -fi 810 
àb+ -fi 243 b f -32 a’ 


Racine 
2a + 3i 


80 a* 


Reste -fi 240 a 1 b -fi 720 ai b 1 -fi 1080 a* b* -fi 810I 
a b* -fi 243 b 1 

Je tire la racine cinquième de 32 a* , elle est a a que 
j’écris à la racine. 

Jeléve 2 a à la cinquième puissance, et j’écris le pro- 
duit 3 a a* avec un signe contraire , sous le premier terme 
3 a a* de la quantité proposée, ce qui le détruit. 

J eleve la racine 2 a â la quatrième puissance , ce oui me 
donne 16 a 4 que je quintuple , et j’ai 80 o 4 que j écris sous 
la racine 2 a ; je m’en sers pour diviser le premiçr terme 
240 a 4 b du reste; la division faite , j’ai pour quotient 3 b 
que j’écris à la racine ; en sorte que j’ai 2 a -fi 3 b pour 
la racine cherchée; mais pour m’en assurer davantage , 
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j élève 2 a + 3 i à la cinquième puissance , je retrouve lei> 
mêmes termes que dans laquantité,prop.osée ; faisant la 
soustraction, il ne reste rien; d’où je conclus que la ra- 
cine «st exactement 2 a + 3 b. ' » 

S’il devoir y avoir encore un autre terme à la racine, 
alors il y aurait un reste , après cette premiers opération: 

Ï *e regarderais i a + 3 b comme une seule quantité , avec 
aquelle j’opérerois pour trouver le troisième terme , 
comme j’ai opéré avec 2 a pour trouver le second. 

1 56. A l’égard des quantités numériques , la 
règle est absolument la même ; la seule chose qu’il 
faille éclaircir, est, à quel caractère. on reconnoitsa 
cequi répond au premier terme al, et ce qui répond 
au terme S a* b. • , 

Pour se conduire dans cette recherche , il n’y 
a qu’à imaginer que dans le binôme a + £ , 
a marque les dixaines , ; et b les unités ; alors il est 
évident que a 5 sera des centaines de mille , parce 
que la cinquième puissance de io est 100000 5 
donc le premier terme a 5 , ou la quantité dont il 
faudra tirer la racine 5® pour avoir le premier 
chiffre de la racine , ne peut faire partie des cinq 
derniers chiffres sur la droite ; on séparera donc les 
cinq derniers chiffres ; et supposé qu’il en reste 
cinq seulement ou moins de cinq sur la gauche , 
on en cherchera la racine 5® qui sera facile à 
trouver , ne pouvant avoir qu’un seul chiffre. 

Quand on aura trouvé le premier chiffre de la 
racine , et qu’on aura retranché sa cinquième puis- 
sance , de la quantité qui a servi à trouver cette 
racine on abaisserra , à côté du reste , les cinq 
chiffres séparés ; et pour avoir la partie qu’il faut 
diviserpar 5 a * , c’est-à-dire , par le quintuple de la 
quatrième puissance des dixaines trouvées , il 
faudra séparer quatre chiffres sur la droite , et ne 
diviser que la partie restante à gauche : car 5 a* b 1 
qui est La partie qu’on doit diviser par 5 a + , pour' 

avoit b y 


Digitized by Google 



de Mathématiques. Ï45 

avoir b, ne peut faire partie des quatre derniers 
chiffres , puisqu étant ie produit de 5 a + par b, elle 
doit être au moins des dixaines de mille, puisque 
a* est des dixairtes de mille. 

Ces éclaircissemens poses , le procédé est le 
même que pour l’extraction littérale ; voici un 
exemple. 

On demande la racine cinquième de 
38o2.o4o3a ^ 6a 
3xa5 

6770.403a , , 

3i25 

380204033 

Je sépare les cinq derniers chiffres o4o3a, et je cherche 
la racine cinquième de 3802 qui ayant moins de cinq 
chiffres, ne peut donner qu’un chiffre pour cette racine ; 
elle est 5 que j’écris à côté. 

J’éleve 5 à la cinquième puissance , et j’écris le produit 
sous 38o2 pour l’en retrancher; il reste 677 , à côté duquel 
j’abaisse les cinq chiffres séparés d’abord; du total , je sé- 
pare quatre chiffres sur la droite, et je divise la partie ras- 
tante 6770, par le quintuple de la quatrième puissance da 
la racine trouvée 5; c’est-à-dire, par5 fois 626, ou 3x25. 
Je trouve pour quotient 2 que j’écris à côté du premier 
chiffre trouvé 5. Pour vérifier cette racine 5a, je l’élève 
à la cinquième puissance, et je trouve le nombre même 
proposé, d’où jcconclusque £>2 est exactement la racine. 

S’il y avoit un reste, etqu’on voulût approcher plus pris 
de la racine, onmettroit cinq zéros, et on conrinueroit 
pour avoir le troisième chiffre, qui seroit une décimale, 
comme on a fait pouT avoir le second. 

En général , pour tirer une racine de degré- 
quelconque m, il faut séparer en allant de droite 
à gauche , en tranches de m chiffres chacune , dont 
Marine. Algèbre . K 
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tionnaire. Ainsi , demander la racine quarrée da 

a + 5, ! ou d’évaluer V a 4 - b , c’est demandes 
delever a -J- b à la puissance | , puisque ( i3$) 

(a + b) 1 ^ j/ (a + i). 

Donc , suivant la règle donnée ( i5l ) j’écris la suite. 


t §—2 1-3 4~4 


, etc. qui se réduit 


2 a 3 4 6 

— K— T**» «C* 

Et posant 1 pour premier terme de la seconde suite, j* 
forme cette seconde : 

. t b 16* 1 fiJ 6 6* 36 6* 

t q. — 1 — — — — 1—, 

2a 8a 2 16 a* 128 a 4 1280 a* 

etc. 

En multipliant le premier terme 1 , par le premier 

_L . -1 

terme a de la première suite , et par a 1 c’est-à-dire > 
per lesecondtermc du binôme a -f- 6, divisé par le premier} 

JxJL-L 

j’ai a a pour le second terme. 

Je forme de même le troisième , en multipliant eu 
second , par le second terme 1— j- de la première suite , 

l q.'i . . 

et par -a » ce qui me donne — \ u» pour le troisième*--, 
terme. 

Pour le quatrième , je multiplie ce troisième » par la 

± ,, 

troisième terme — ^ delà première suite et par a , ejt.j ai 
b 5 ' I.o . -I • ‘ , il! 

d* 17 « ' pour quatrième terme , et ainsi de suite. 

Enfin je multiplie la totalité de ces termes., par le pre- 
mier terme du binôme, élevéàla puissancô ’ , et j'ai pour 

I ' *1. , „ , , * ) 

la valeur de ( a + b ) ? ou d c'y/ a + b f la -quantité 
suivante , 

| b 6* ' 6» b*— r V* 1 

e(x + ? r r _ + T . î ___ T t s ^, + J s|_^ 

a a * a 5 a 4 a 5 ’ 

etc. ) qu’il est facile de prolonger autant qu’on le jugera 
à propos. , . t v - 
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i 58 . Nous verrons, par la suite, l'usage de ces sortes d’ap- 
proximations ; pour le présent, nous nous contenterons 
de faire voir par un exemple en nombres , comment on 
peut les employer pour approcher des racines des quan- 
tités numériques. Supposons qu’on veut avoir la racine 
quarree de 101, je partagerai loi en deux parties dont 
l’une soit unquarré , le plus grand qu’il sera possible; 
par exemple, je le partage en ces deux parties ico et 1 ; 
je prends la première pour a , et la seconde pour b, en 
sorte que je suppose a = ice , et b = 1 ; par consé- 
1 t 

quent-j-a 1 = 100 T = V ico = 10 

et —■ " = 0,01 j donc la série qui exprime!'' a + 5 , 


c’est-à-dire ici V iot , deviendra , en mettant pour a* et 


a ,• leurs valeurs , 
o, ci (0,01)* 

10(1 + — 


(o,oi) J 5(o, oi) 4 35(o,oi)t 

+ 1 — , etc. ) 


38 16 128 1280 

• Supposons qu’on vêtit avoir cette racine jusqu’à un 
dix-millième prèsseulement j alors il suffit de prendre les 


c o,oi ) * 

trois premiers termes ; car le quatrième qui est îl> 

0,000001 ' 

Tèvîétit à 76 " , c’est-à-dire , à 0,0000000626 ; et quoi- 

qu’il doive être multiplié par 10 qui doit multiplier tous les 
termes de laverie , il ne produira que 0,00000062^ qui 
est bien au-dessous d’un dix-millième. Les termessuivans 
sont , à* plus forte raison , beaucoup au-dessous , puis- 
qu’étant continuellement multipliés par 0,01 qui est une 
fraction •, ils ‘doivent diminuer continuellement; car en 
multipliant par une fraction , on ne prend ( Arith. rao) 
qu’une partie du multiplicande. 

La valeur de V 101 se réduit donc à. ............. . 


10 


( 1 + 


0,01 


(o>oi y N 
-T—) 


c’est-à-dire 


ia 


( I ifi 0,006 — Q,OOOOIâ 5 ) , ou 10 X 1,0049875, ou 
10,049875 ; c’est-à-dire , 10,0499 on se bornant aux dix- 
millièmes. 

Cotte méthode peut s’appliquer à toutes sortes da 
racines et à toutes sortes de quantités ; nous en don- 
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6 ■- . h - ' 

■erons encore un exemple sur V' a ! * — x s . Je change 
donc cette 'quantité en ( a { —x 5 ) T, et procédant comme çi- 


r i 


—i fri* f 3 f 


etc. 


dessus,] écris f , „ . 

’ T 2 > 3 * 4 » ô 

®u 4 » * J , — • f* îo .» " ?-J > e te* 

Et posant i , pour premier terme de la seconde suite, 
fe forme cette seconde , 

, J* 1 î » i 47 * 79. * 

1 ï a s T ro l ° a 1 5 *-TZ a *° 

etc. 

En multipliant le premier terme i , par le premier 

x ? 

terme de la suite supérieure , et par • — ~y f c’est-à- 
dire , par le second terme du binôme, divisé par lepremier; 

X ^ 

ce qui donne * — j pour second terme de la série; 

Pour avoir le troisième , je multiplie celui-ci par le 
second terme — • j , de la suite supérieure , et par 

. ■ : X!*. : , ] ; 3X l ° 

ht- — y ce qui me donne — . 

af ^ 25 a 10 

En calculant de môme les suivans jusqu’au sixième , et 
multipliant le tout par le premier terme a { du binôme , 

[y X I 

élevé à la puissance £ , c’est-à-dire , (iî 3) par a ^ T ; 6ù 

par a, j’ai pour valeur approchée de V a i • — ■ x s , la 

ax 10 6x ,! 

quantité a ( i 


6 a ; 


42 x 5 


1260 a*° 


etc. ) 


2b a 1 * 1 aba 1 5 

... : : . 1 ... 1 


159. Observons à l'égard de ces sériés et de 
toutes les autres qu’on peut former de la même 
manière;, qu’on doit toujours prendre-pour premier 
terme dé la quantité proposée , le plus grand terme; 

par exemple , dans j/ a — j- b nous avons pri» 
ci-dessus a pojy: premier fermé ; mais si b état 

.. " — . . K ’i , 
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plus grand que a , il auroit fallu prendre b pour 
premier terme. La raison en est que lorsque b est 
( i i 4.;:-:, 

plus grand que a , la i erc -serie a 1 ( i 4- a — 

' t ' b' ' , ‘ \ . - b 

~~î ji ", etc. ) est trompeuse; car ~ étantalors 

plus grand que l'unité, les termes suivans qui sont 

< b : ■ 


continuellement multiplies par a yonttoujours.en 
augmentant , en sorte qu’on n’a aucune raison de 
s’arrêter après un certain nombre de termes. Mais 
si dans ce même cas on forme la série en prenant 

î__ 

b pour premier terme , on aura b L ( x 4- a $ 

T 


— ~8 , etc. ) dans laquelle les termes vont 

en décroissant. . » . . .. .. 

Les séries dont les termes vont en augmentant 
de valeur à mesure qu’ils s’éloignent de l’origine , 
s’appellent séries divergentes ; et au' contraire , on 
appelle séries convergentes celles dont les- termes 
diminuent de valeur à mesure qu'ils s’éloignent de 
l’origine. 


160. Nous avons vu (141) que toute fraction 
algébrique pouvoir être mise sous la forme d’un 
entier, en faisant passer son dénominateur àü nu- 
mérateur avec un exposant négatif. Cette obser- 
vation nous fournit le moyen de réduire en série 
toute fraction dont le dénominateur seroit com- 
plexe , ce qui sera utile par la suite. 

a r " r -"-dvJ ^ 

Par exemple si j’avois JF. — x » -, au lieu - de 'cette 
quantité , j’écrirois a 3 X ( a 1 — x 1 )— *, et alors j elèveroij 

a 1 - x 1 à la puissance- — 1 selon lajègledojyoéç (iii) j 

c'est-à-dire , que, je poserois d'abord la térie — — I , 


4 




1. 
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Et je formorois la série suivante j f 

, x* , x 4 , x° • x* 

1 + 7? + ^ + 7*“ ■+ V 1 » elc * 

en multipliant le premier terme i de cette seconde ., paç 
le premier terme * — i de la série supéi\jeure et par 

; , X 1 -\ 

— — , Ce qui donneroit -j- - 

Cl u 

lui-ci par le second terme i delà série supérieure. 


mullipfiadt c<i 


et par 


■ , et ainsi de suite. Après quoi je rtfulti- 


plierois la totalité , par le premier terme a * filetp à la 

puissance *i, c’est-i-dire (ia3) 'para 2 * >î> étroit 3 7 

( ce qui me donneroit 

.x* X 4 f " <n ‘ 34 n \ s 

« : ’(i+p + ~*+ + etc - ) P cur vaIeur 


*)■ 


de ( o* — x 4 ) — 1 ; donc pour avoir* 1 ( a* 

il ne s'agit plus que de multiplier par a* ; sr a" 

/t* flrtnnanf n ^ ^ 7 ndrltu L à. v» An o 


X a* donnant a 
donc a* ( a 1 


I ,(ac) ou a J , qui se réduit- à - 1 ; on aura 






7^ + 7* > ete *. 


,-** 

On s’y prr’n droit de même pour réduire ert^drîé ( 
on cpnsidéreroit. cette quantité comme 

Pafei Ilement au lieu de : — onécjiroity-jfj- , ^ 

ensuite rf* ( -f- x* ) ~ 

, U i JV-tû - 


r '.Oitcn î? . 

> % ainsi des autres. 

! . ■ s»no «132 


,J ï6r. Nous avons supposé '^ùrrlâ' meme 'for- 
mule qui servoit pour former les puissances pai^ 
laites dùq binôme , pouvoir aussi servir pqfirqjj 
former les puissances imparfaites. Copunp-iefr 
principes sur lesquels cette formule est.fondp^, 
supposent que l’exposant est un nombre, entier 
positif , pn pourrait douter qu’on pût l’appFiqûcr 
légitimement au cas où cet exposant est frac- 
tionnaire positif, ou négatif 5 eu entier .négatif. 

K 4 
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Voici comment on peut se convaincre que la 
même formule peut servir dans tout ces cas. Soit 

en général (a+b) étant positif. On aura 

, t \ r .7 \— — , , m , b , m m b* 

f ipi ) (a~+~b) n = a n ( 1 -i h . s 

v ' v * ' n a n n la* 


etc. 


a O 

Faisons , pour abréger , la somme de tous les 
termes de cette série, excepté le premier, égale 

à pi c’est-à-dire , faisons p = — — + 


m m b* m 

T" B , V I V a ô r i alors nous aurons [a-±-b) 

â- n ( i h- p ) ; élevons chaque membre à la 

. T 7 TÏI 

puissance n, et (ia3) nous aurons (a-t- b) ~ 

mn 

s= a n ( i-f-p ) n c’est-à-dire , ( a -+- b ) m =a" 
(i_|_p)n ; or nous savons que (a+3) m ,apour valeur 

, _ . i . m - 1 b % m-l m - 1 i* N 

a m ( i -r m — 4 -m. — — -+- m. 5- -7, etc.) 

v a a a • 3 a* y 

Si donc a m (i4p) n revient à cette quantité , ce 

sera une preuve , la dernière égalité ayant lieu , 

que toutes celles dont elle est déduite , ont lieu ; 

m 

que par conséquent la valeur de ( a-\-b)~n doit 
être telle que la donne la première équation. 

Voyons donc si a m ( 1 4~p) n revient au même 
que (a~hb) m . 

Or (x+p) n = 1 -f np-h/i.—^p* -f n.ü~l ~ p» 
+ etc. 

Substituons-, dans ce second membre , au fieu 


Di 
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de p sa valeur , mais pour ne pas embrasser trop 
de calcul à la fois , ne tenons compte dans cette 
Substitution que des termes qui ne passeront pas 
le cube ; nous aurons donc 


m b 


m m 


m m 


m 6* 


p = H . 1 1 . a - — + etc. 

n a n n a * nn,n «* 


3/n* »» 


b * 


PP = 


P’ = 




etc. 


n a 


va» 


b f 


. • 

If— î ; ;i / If-Î lf-2 " * 

par conséquent i -4- n p -{- n~. p 5 + n. — — p », etc. 

► - a a 3 

b m b* m m b* 
deviendra i + m— J *m. 1 . P m:— -i r f-Arfe. 


» f j ■ 3 

m 1 n-i É* 2 m* m n-i b * 

— . — . — {• — . 1 . — - — -f- etc. 

n a a* n n z ai 


m* n — I n— a bi ' 

« d • • — ■ + «q. 

o 1 a 3 a* 

Or m qui est la totalité de ce qui 

. -n n 2 

• b* Sm — n ■ ■ mn — n»\ f 

multiplie — se réduit a m I — — H J , ou. . . , 

mn — n jt \ m — 1 '*'•■) 

m. , ou ennn a m. - 

27 » 2 


n ... m m zm~ m n-i mi n — I 

Pareillement, 77i. 1 .- z 4- — | 

n n 1 n • 7» 2 71* 2 • 

JJ — 2 .v £î 

/ ~ 3 ~ , qui est ja totalité do ce qui multiplie -j- se réduit à 
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< ' • -I ' 1 f 

w ' n7 ( ™z? _L «* J n-2 \ 

/j-j , -)\ 2 n ' 3 /t x , . • « .' ( n J ’ 2 • 3 y ’**’*•* , 

OUjI / w-/>. ,m-a a - jr:3 ni. m-M. n-i.-f-jw*. n^t! , 

V ' ' î.jX3iin, -,.. f y”* 

ou (on faisant les opérations indiquées, et les réductions). 


~-i donc la quantité i -f-np -f- n -~ *p*4-a 


m b ~~ m—i 'B* 



2 * 

n* 

1 


2 • 

71. 

77I-I 


f ü, 


m-~2 Bi 

“ 3 “ ^*+» etc * . 

Et si au lieu de se borner aux termesqui ne passent 
pas le cube,. ou poursuivoit plus loin, on trouveront d® 

IiiCirio bue les termes suivants de cetté série sont m. — — - 

a • 

m — 2 ™ — 3 b* TM— i m — a m — 3 m — 4 B* . 

O / - , . - À j ■' ' . * ’"5 ” ' , '• J 'T .GtC» 

^ 4 o 4 5*3’ 4 • 6 • 1 

• «' t a • »: 

« Dônecm(i -J-np -j- n. 7 ~~ . * -(-etc.) 

, , , m b m—t B 1 m — — I 

revient -a sm ( i 4- —sa 4- m.' ■■ ■— ^ — * — {- m. . „ 

... - V a-, -- £ a. a* a 

n — 2 

— s r + etc. 

3 a* ’>* !-•„?: 

•--Donc l’équation - ( o 5) t» i=am (r -r-p^n est vrai?; 

, < -i i. c 

m m 

donc ayssi l’équation (a-rè ) n = alT (r-t-p) dont 
celle-là a été déduite, ou ( es qui revient au mémo), 
l’gquation . . ... 

, . . . . ni pià mm è® 'mm . m B* 

( a-f-à ) n n ^ I_ *~ na * «• « a 1_ *~ m - n n a* - 

•~7" ^ *' /' 

est vraie. Donc la formule qui sert à élever à une puis- 
sance dont l’exposant est un nombre entier positif, pouf 
servir aussi â -élever à une puissance dont l’exposant est 
un nombre fractionnaire positif. 

r Pour faire voir que la même formule peut être eœ- 




N 
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ployée, lorsque l'exposant est négatif, il faut remarquer 
que s.i nous représentpris par T la totalité des termes qué 

donnerait (o+A) n en le développant suivant la même 


règle, on aura (a-j-Æ) n = T, c’cst-à-dîre, (a + 6) n 


>• j' 


s=: T (143) ; et par conséquent i =T X ( a + -b ) n Il 

faut donc prouver que si l’on multiplie la somme T des 

m 

termes que dofmcra (a-HM) n évalué selon fa règle que 
nous avons donnée, si on la multiplie, dis-je, par la 

m . \ ...... • 

valeur de ( a -j- b ) n , lo produit se réduira à l’unité. Or 

— m 

( a + b )~n~ donnerait suivant cette règle . 


m b 


m m 


b* . m m 


m 


i, J 


a. rri — ; - + i.-— + 2 — ^ - etc.. ; • • 


tï it 


1 


n; n 


Et ( a + b .) m , donnera 
dm , , m. b , m m b 2 


m m 


r 1 »*. ^ 1 n» v » - 

Cx + -f-r — 5-+ — - 

n n a n- n a* rr n 


b* 


— -4 u a— réte. 


Multipliant ccs deux quantités- : }’une par l’autrC , et 
se bornant au cube de — -, on aura 


•âi.t 


b mm 5 

- — • y ~r — - Tl-7: 

n a n % n a* 


« n ~ n " 1 ’ 

■ 1 . \i > ■ 
Xi: 'S 


m m 


•: 


n,- n 

• 1 


2+1.— 4-2 ^-t- etc.;. 
n 


J’ 


m b m^'b* 


m b ? 


+ «• w ni u ni ni , t-' 

“ ~ T-t r-t I > -f-T-. et’< 

n a • * * «* Ai a a n ' n . ,a\ 


V** ii-» 1 • 

’CtC » • • ‘"V » • 

«'• 


. V 


m m'' ' 1 J* **. 




£î 


.■'ntrtviS 


a n 




-, 1 . — r etc. .<* 


-0 ; 

■ : f: I 


G., 

.is rr W'rjT 


1 1 . r 


6 î 

a ^ W .„ 


Or si l’on se donna -la peine d’en faire fè calcul , on verra 

b ■ ■ * 

que la somme dos quantités qui multipliont — , de cel- 

• a 
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tes qui multiplient — , de celles qui multiplient -y 

sp réduit à zéro ; et il en sera de même des puissances 

suivantes , si l’on pousse le calcul au-delà de —ri donc 

a» 

r . • j • • • m m • 

ce produit se réduit à a ô ~ ' n X I ou a° X 1 ou X i , 
c'est-à-dire, i. Donc la formule peut servir dans tous 
les cas. . : 

Des Equations à deux inconnues , lorsqu'elles 
passent le premier degré. 

162. Une équation à une seule inconnue est 
dite du troisième , du quatrième , du cinquième , de- 
gré , etc. lorsque la plus haute puissance de l’in- 
connue est la troisième , la quatrième ,1a cinquième, 
etc.; mais outre cette puissance, une équation peut 
encore renfermer toutes les puissances inférieures^ 
ainsi x ,! == 8, x’ 4 - 5 x*=a-4 , x ] -f 6 x 1 — 9 x*=7, 
sont toutes des équations du 3 ® e degré. ; 

Une équation à deux ou à un plus grand nombre 
d’inconnues, est dite passer le premier degré, non- 
seulement lorsque l'une de ces inconnues passe le 
premier degré; mais encore, lorsque quelques-unes 
de ces mêmes inconnues sont multipliées entr elles; 
et en général-, le degré s’estime par la plus forte 
somme que puissent faire les expesans dans un 

même terme. ~ i\ 

« 

L’équation x 5 + y* ~ a* 5 est du troisième degré; l'é- 
quation b ** + x 2 y + a y 1 zi a est aussi du troisième 
degré , parce que les exposans de x et de y dans le terme 
x a y font 3 ; et dans Us autres tenues , les exposants sont 
moindres. 
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1 63?P our résoudre les questions qui conduisent 
à ,des équations à plusieurs inconnues , et au-delà 
du premier degré , il faut , comme pour celles du 
premier degré , réduire ces équations à une seule 
qui ne renferme plus qu’une inconnue. 

Si 1 on a deu* équations et deux inconnues , et 
que, dans l’une de ces équations , l’une des incon- 
nues ne passe pas le premier degré , prene^ , dans 
celle-ci la valeur de cette inconnue , i comme si 
tout le reste etoit connu; substitue £ cette valeur dans 
(autre équation , et vous aure £ une nouvelle équation 
qui ne renfermera plus qu’une inconnue. 

Par exemple, si l’on me proposoit cette question: Trou . 
ver deux nombres dont la somme soit 12, et dont le produit soit 
•J5- r-n représentant ces deux nombres par x et v i'an 
rois x-f-j™ 12, et xy ,= 36. , U 

De la première je tire xs la — y ; substituant dans 

la seconde équation, cette valeur de x, j’aurai ( 12 

y.~ 35ou , 12 y — yy ~ 35, équation du second de^rd oui 

«tant résolue suivant les ronioc 


j ~ / ’ ~ ^ uu x =; 7 ; c est-à-di 

deux nombres cherchés sont 5 et 7 ou 7 et 6 

Pareillement , si j’avois les équations x + , y - g et „* 
T y = ï a de , ,a pmmiere , je tirerois x = 6 ~3^ • 

Utuant dans la seconde, j’aurois (6 3.')*+^ 

faisant l’opération indiquée, j’ai 36 - 36 y -f- q - v ^ 3 

f 0 II J °3 U d e v D riTi tOUt d ’ Un côté et réduisam 

ro y - 36 y + 24 =j o ; équation du second deerd 
quon peut résoudre par les réglés données ( ogetsui, ï 
Prenons pour troisième exemple , les deux L.adons 
xy + y t * 5 etx’ + x' y - y % + La pre _ 

mière donne x = L ; substituant dans la seconde 

y 


•m(l iL-V 4. ( V - * , 

^ y ' + v. y J y - y * + 7 , 

y 1 + 7- Pour chasser 


mjÈ=£V + (*-?' )» . 
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les fractions, il suffit ici de multiplier le second tenu» 
par y et la second membre pary J ,ce qui donne (-5 — y 1 )* 
+ (6 — Faisant les opérations 
indiquées , on a, 126 — 76 y ' 1 + i5 y 4 — y 5 -f* 25 y* 
— * xo y 4 -j-y* = y 5 + 7 y 5 ; passant tout flans le pre- 
mier membre et réduisant, on a, après avoir changé les 
signes, y s — 6 y 4 +7y J + 5 oy* — ia 5 — o, équation qui 
ne renferme plus que y , mais qui est du cinquième 
degré. 


164. A l’occasion de cet exemple nous ferons 
remarquer que lorsque quelques-uns des déno- 
minateurs de l’équation ont quelques fact«urs 
communs entr'eux , on peut faire disparoître ces 
dénominateurs plus simplement que par la règle 
générale, en examinant par quelle quantité il 
faudroit multiplier ces dénominateurs pour qu’ils 
devinssent égaux. Cette remarque est analogue 
à celle que nous avons faite (48) au sujet des 

fractions. Par exemple, si j’avois l’équation ~ 


+ — - = e, je la changerois en - c h ?.* — e , eq 

multipliant les deux termes de la i.re fraction 
par c , et les deux termes de la ame, par b ; alors 
chassant le dénominateur; j’aurois c' x + b dx 
= a b c e. 


i 65 . Si dans l'une des équations , Tune des 
deux incon. nue ne passe pas le second degré ; 
prene £ dans celle-ci la valeur au quatre de l'inconnue 
la moins élevée , et substitue^-la dans l'autre , à la 
place du quatre de cette meme inconnue et de ses 
puissances ; et continue { de substituer jusqu'à ce que 
cette inconnue ne se trouve plus qu'au premier degré . 
Alors tirei de eette dernière équation , la valeur de 
cette meme inconnue , et substituera dans la pr(* 
jnière. 
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Par exemple , si j’avois x 1 + 3 y 7 = 6 x et 2 x* — . 3 y* 7 
=2= 8 , jo prendrois , dans la première, la valeur de x*‘ qui 
e s tx'=a 6 x — 3 y 7 ; la substituant dans la seconde, i’auroi* 

v en taisant attention que x* est x 1 X x ) ,2(6x 3 »> v 

x — 3 y* = 8 , quise réduit â isx* — 6 xy' _ 3 « 4 ^ 7 
comme il y a encore x* dans celle-ci, jy substitue de nou- 
veau la même valeur de x 1 que ci-dessus , et j'ai 72 x — 36 

J . èxy* 3 y - =3 8 , équation dans laquelle x n’est 
plus qu au premier degré» 


J’en tire la valeur de x , et i’ai x = 2 — » ; a 

I 72 "6 y* * I e 

substitue cette valeur dans la première équation x J -f 3^ 1 

, . ( 3 q y 1 -J- 8 V 

— 6 * : 11 ma vient + 3 y* = 

* (J 2 jL+X\ M ,Uî£Jiiy,^ , 234V 1 +48 

^72 — 6 y* j ou ( 7 2— 6 y*y + 3 y — 7 2.^rçjî 

ou (164) a s=s (234j> ,t -f-48) (72— 6y* ) 

( 72 - 6 JT*) 1 * (72 — 6 y’)’ > 

ou enûn , en chassant , le dénominateur commun , 
( 3 9> + *) +. 3 jr* C 7 *-6>* y =3 (234 y z + 48 ) 
( 72—67-), équation dans laquelle il ny a plus à faire 
que des multiplications et les réductions ordinaires 


/S 


t 


1 66 . Lorsque les équatiens sont de degrés plus 
élevés, on peut, en suivant une méthode analogue 
a celle que nous venons d'exposer, arriver aussi à 
I équation qui. ne renferme plus qu’une inconnue; 
mais il est difficile d’éviter un inconvénient qui 
accompagne alors cette méthode : cet inconvé- 
nient est de faire monter l’équation à un degré 
plus élevé quelle ne doit être. Nous allons expo- 

s , e L ur \ e , medlode q ui «est pas sujette à cette: 
difficulté. 


„ i 6 7* Toute équation à deux inconnues peut 
etre toujours mise sous cette forme. . . . Av™ 

J B T"‘ + + T = o ; m marquant le 

degre auquel a: est élevé. En effet, on peut tou- 
jours faire une totalité des différents termes com- 
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posés de y et . des quantités connues qui multi- 
plient chaque puissance de x, et représenter cette 
totalité par une seule lettre ; par exemple, dans 
l'équation ax 1 + bxy -f-cy* + dx + ey +fz=z o , 
qui peut généralement représenter toutes les équa- 
tions du second degré à deux inconnues ; [ car il 
ne peut s’y trouver d’autres puissances de ces 
inconnues ] , on peut rassembler les termes en 
cette manière ax 1 4 - (d+ôy ) *■+</' + ey+ f—o , 
et pour abréger, l’écrire ainsi; Ax 1 f Br-f C=o, 
sauf à remettre , au lieu de A, B, C, ce que ces 
lettres représentent , après qu’on aura fait , de 
l'équation Ax’ + Bx+ C=o, l’usage pour lequel 
on lui donne cette forme. Cela posé, soient donc 
Ax m + Bx ,n -‘+Cr in - a -|-Dx' m - 3 -|-. ... T = o 

et A'x' m -f-B'xm-'-f ...T' — o 

les deux équations proposées , dont il s’agit de 
chasser ou éliminer x. Je les suppose d'abord du 
même degré ; nous verrons ensuite ce qu’il fait 
faire quand elles sont de différents degrés. 

On multipliera la première par A'; la seconde 
par A, et l'on retranchera le second produit du 
premier , ce qui donnera une équation du degré 
m — i. 

On multipliera la première par A'x -+- B' , la 
seednde par Ax-f- B , et l'on retranchera le 
second produit du premier, ce qui donnera une 
seconde équation du degré m — i. 

On multipliera la première par AV+B x+C / , 
la seconde par Ar 2 -*-Bx+C , on retranchera le 
second produit du premier , ce qui donnera une 
troisième équation du degré m — x. 

On continuera de même jusqu’à ce que le mul- 
tiplicateur soit devenu du degré m — f. 

Cela posé , on aura m équations , chacune du 
degré m — i. On considérera dans chacune les 

différentes 
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différentes puissances x m -' , x " 1 ' 3 , x m -* , etc. comme 
si elles étoient autant d’inconnues au premier 
4 e gl'é. far le moyen des m — x premières équations 
ou en général par le moyen d’un nombre m — i 
de ces équations, on déterminera (S 5) les valeurs 
de ces inconnues que l’on substituera dans la der< 
nière. Cette opération donnera une équation 
sans x- , dans laquelle mettant pour A , B et C , 
A', B', C', etc. les quantités que ces lett-es repré-, 
sentent, et qui peuvent d’ailleurs renfermer telle? 
puissances de y qu’on voudra , on aura l'équation 
en y. . ' \ 

Par exemple, si j’avois les deux équations. 


A x'~ -f- B x — f~ C == o. 

A'x 1 + B' x+ Ce o. 

Qui peuvent représenter toutes les équations à 
deux inconnues , dans lesquelles l’une seulement 
des deux inconnues ne passe pas le second degré ; 
en multipliant la première par A', la seconde 
par A , retranchant le second produit du premier 
et réduisant , j’aurois ( A 1 B — AB') x + A' C 
A C' O. ' 

Multipliant la première équation par A' x-f B / ,’ 
la seconde par Ax + B, retranchant le second 
produit du premier, et réduisant, j’aurois (A'C 
— A C' ) x*- B'C - BC = o. 

Prenant donc , dans la première, la, valeur de jç 

qui est x = > et la substituant dans la a* , 

j’aurai (A'C — AC) X + B C - BC'=o. 


Ou [ à cause que AC' — A'C est la même chose 

-A>C- 

A’B"— ÂB’ 


que — (A'C— AC' )] , j 'aurai J, + B' Ç 


Marine . Algèbre. 


Digitized by Google 



i6s Cour* 

— BC'=o, ©u enfin— (A'C- AC')* + (A'B-AB0 
( B'C — BC' ) = o. 

Si ion avoit les deux équations. . . . 

A x’jBjf’+C tf+D — o. 

A'x‘ + B'x'+C / x+D'= s o. 

Multipliant la première par A', la seconde par A, 
retranchant et réduisant , on auroit (A'B — AB') 
** -h (A'C — AC') (A'D -AI >) = o. 

Multipliant la première par A'x'lB', la seconde 
par Ajc + B, retranchant et réduisant , on auroit 
l A'C - AC' ) **+ (A'D — AD' + B'C - BC' ) 
* t B'D — BD' = o. 

Enfin en multipliant la première par A'x' -f- B'je 
-pC' , la seconde par Ax l + BzfC , retranchant 
tt réduisant, on auroit (A'D — AD') at t (B'D 

— BI>) x -h C'D — CD' — o. 

Il ne s'agit plus maintenant , en considérant x % 
et x comme des inconnues au premier degré, que 
çle déterminer leurs valeurs à l’aide de deux quel- 
conques de ces trois équations du second degré , 
et de substituer ces valeurs dans la troisième. 

i68. Si les deux équations proposées netoient 
pas au même degré pour x, alors on opérera comme 
il suit. 

Soient ni et nies deux exposants, et m le plus grand. 

' - „ m — n 

On multipliera l’équation du degré n pàr x , 
ce qui les mettra toutes deux au même degré. 
Alors on opérera comme dans le cas précédent , 
en continuant les multiplications jusqu’à ce que 
le multiplicateur soir devenu du degré n — i , ce 
qui donnera n équations , chacune du degré m — i . 

On substituera dans chacune et dans toutes les 
puissances supérieures à x n , la valeur dç x n tirée 
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de 1 équation du degré n , et on continuera d? 
substituer, jusqu’à ce que la plus haute puissance 

m — n 

restante soit x , ce qui sera toujours possible; 
alors on aura a équations chacune du degré n — i f 
En employant n — i de ces équations, on déter-» 

n— i n — » n — 3 

minera les valeurs de x , x , x , etc. con- 
sidérées comme autant d’inconnues au premief 
degré , et on les substituera dans la dernière. 

Cette méthode est générale. Elle peut êtr# 
simplifiée dans beaucoup de cas que nous ne nous 
arrêterons pas à détailler. Nous nous contenterons 
de remarquer que dans les multiplications succes- 
sives par A' et A, A'x- -+- B' et Ax-f-B , etc. oa 
peut se dispenser de multiplier le premier , les 
deux premiers , etc. termes des deux équations 
proposées, et en général autant des premiers 
termes qu’il entre de termes dans le multiplicateur, 
parce que le produit qu’ils donneront s’anéantir^ 
par la soustraction. 

169. Si l’on détermine les valeurs des différen- 
tes puissances de x d’après la règle que nous 
avons donnée pour les équations du premier degré 
à plusieurs inconnues, 1 équation finale en j ne 
montera jamais à un degré plus haut que n?n,ea 
supposant que le plus haut exposant de x, ainsi 
que celui de y, soit m dans l’une des équations 
et n dans l’autre. Mais si les exposants de x et dey 
sont inégaux dans chaque équation , en sorte que 
ceux de x dans la première et dans la seconde 
étant toujours m et n , ceux de y soient m + p et 
n+q , l’équation finale en y ne passera jamais le 
degré rnn +■ mq + np. Voyez pour la démonstration 
les Mémoires de l’Académie de J Sçienc. , année 1 764, 

L a 
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Voyez aussi les Mémoires de ï Académie de Berlin^ 
année 1 7 48 , et l'Analyse des lignes courbes dé 
Cramer. 

t ■- • 

Des Equations à plus ‘de deux inconnues, lors - 
quelles passent le premier degré. 

170. Lorsqu’on a plus de deux équations et 
plus de deux inconnues , trois par exemple , on 
peut s’y prendre de la même manière en élimi- 
nant d’abord une des inconnues par le moyen de 
la pi entière et de la seconde équation, traitées 
selon la méthode précédente ; et en éliminant 
encore la même inconnue par le moyen de la pre- 
mière et de la troisième ou de la seconde et de la 
troisième. On aura par ce moyen deux équations 
qui ne renfermeront plus que deux inconnues que 
l’on traitera encore selon la méthode précédente. 

Mais nous ne devons pas dissimuler que cette 
méthode qui conduit sûrement, lorsqu’on n’a que 
deux équations et deux inconnues, tombent néan- 
moins dans l’inconvénient de conduire à des équa- 
tions plus élevées qu’il ne faut, lorsque le nombre 
des équations proposées est plus grand que 2. 

Le moyen d’éviter cet inconvénient , eSt d’éli- 
miner en combinant les équations , non pas deux 
à deux , mais trois à trois , lorsqu’il y en à trois ; 
quatre à quatre , lorsqu’il y en a quatre, etc. Mais 
cette manière de les combiner exige encore un choix 
particulier, dont le détail nous meneroit trop loin. 
On le trouvera dans les AJém. de l'acad. des Scienc. 
pour l'année 1764. On y trouvera aussi plusieurs 
recherches sur le degré où doit monter l’équation 
finale résultante de l’élimination de plusieurs in- 
connues. Au reste , quoique ces méthodes aux- 
quelles nous renvoyons , abaissent considérable- 


/ 
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ment le degré auquel conduiroient celles qu’on a 
eues jusqu’ici , et autant qu’il est possible en n’éli- 
minaut qu'une inconnue à la fois ; il y a lieu de 
croire cependant , qu’il peut être encore diminué; 
probablement on n’y parviendra que quand on 
aura trouvé une méthode pour éliminer à la fois 
toutes les inconnues hors une , ce que je ne 
sache pas qu’on puisse encore pratiquer générale- 
ment sur d’autres équations que sur celles du pre- 
mier degré *. 

Des Equations à deux termes. 

lyj . On appelle Equations à deux termes , celles 
dans lesquelles il n’entre qu’une seule puissance de 
l’inconnue , parce qu’elles peuvent toujours être 
réduites à deux termes. 


Par exemple , 1 équation a x T -{- b x s = a 4 b* — aï b * 
est une équation à deux termes, parce qu’en la mettant 
sous cette forme (a-j-£) x 5 =a 4 b 1 =3 a i b s , on voit que 
a et b étant des quantités connues , on pourra toujours 
réduire a +£ i une seule quantité , et a 4 b 1 — a 5 6* pa- 
rcillementà une seule quantité ; en sorte que cette équa- 
tion peut être représentée par cette autre p x i = q. 

Ces équations sont très-faciles à résoudre; car il 
est évident qu après avoir dégagé la puissance de 
l’inconnue, par les mêmes règles que dans les autres 
équations, il ne reste plus qu’à tirer la racine du 
degré marqué par l’exposant de l’inconnue. 


* Cetto méthode nous 
l’avons trouvée depuis; si on 
consulte l’Ouvrage que nous 
avons publié en 1779 , sous 
le titre Théorie générale des 
Equations Algébriques , Paris, 
in- 4°, on y trouvera tout cej 


que l’on peut désirer de 
savoir sur le degré de le- 
quasion finale résultante de 
tant d’Equations qü’on vou- 
dra , et sur les moyens de* 
l’obtenir la plus simple qu’il* 
soit possible. 

L 


Q 

O* 
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Par exemple , l'équation p * s ~ q , devicndroît 

? ^ i» g 

*rï et tirant la racine cinquième* ="^/ — " 

17 2. Lorsque l’exposant est impair , il n’y a 
jamais qu’une seule valeur réelle. Par exemple , si 
l’on avoit cette équation x s = 1024 , on auroit 

6 _ 

x = y' (J 1024 ) = 4 i or il est évident qu’il 
. n’y a qu’un seul nombre réel qui , élevé à la cin- 
quième puissance, puisse produire 1024. 

Si le second membre de l’équation avoit le 
signe — , la valeur de x auroit le signe — ; parce 
que — combiné par multiplication , avec — , un 
nombre impair de fois , donne — ; mais lorsque 
l’exposant est pair, l’inconnue a deux valeurs, l’une 
positive , l'autre négative , et qui peuvent être ou 
toutes deux réelles , ou toutes deux imaginaires. 
Ce dernier cas aura lieu , si le second membre a 
le signe — . 

Si l’on avoit l’équatioii x 4 =3 62 5 > on en concluroit 

4 

«= y 62b -t 6; mais puisque multiplié par , 

Un nombre pair de fois , donne la même chose que ■+* 

ïhultiplié par 4* , 6 peut satisfaire aussi-bien que 

4 

d* 6 ; ainsi il faut écrire x — + 625 = + 5 comme 

dans les équations du second degré. Si , au contraire , on 

4 

avoitoüx 4 = — 62b , on auroit conclu — 62b j 

mais ces deux Valeurs sont imaginaires, pace qu’il n’y a 
aucun nombre positif ou négatif, qui, multiplié parlut- 
tnéme un nombre pair de fois, puisse produire une quan- 
tité négative. 

Appliquons ces équations à une question. Supposons 
qu'on demande de trouver deux moyennes proportionnelles 
entre 5 et 625, En nommant x et y ces inconnues , 
on aura b : x : y : 62b , qui donne ces deux 
proportions b : x : : x : y 
et x : y : : y : 62b 
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D*où l’on déduit ces deux équations , en multipliant le» 
extrêmes et les moyens 6 y 72 x a , et 6 x 6 x tz y\ 

La première donne y 72 ; substituant dans la 


seconde , on a 626 x 72 ; divisant par x et multi- 

a6 ' 

3 

pliant par 26 * onax* 72 tbCzb , et enfin x s J/ 166x5 


72 a5j donc y S 


6s5 


72 125. 


Des Èq italiens qui peuvent se résoudre à la 
manière de celles du second degré. 


173. Ces équations ne doivent renfermer que 
deux puissancesdifférentesde x, mais dont l’une ait 
un exposant double de celui de l’autre. Par exemple, 
x* d* b x' — 8 , x L + S ar’ — 8 , sont dans 
ce cas. Ces équations se résolvent comme celles 
du second degré ; après avoir rendu la plus haute 
puissance positive, si elle ne l’est pas , etaprès avoir 
dégagé cette même puissance , des quantités qui la 
multiplient ou la divisent , en prend la moitié de 
ce qui multiplie la puissance intérieure de l’incon- 
nue, et on ajoute à chaque membre le quarré de 
cette moitié , ce qui rend le premier membre un 
quarré parfait. Alors on tire la racine quarrée de 
chaque membre , en donnant à celle du second , 
le double signe + L’équation est réduite à une 
équation à deux termes. 

Par exemple , si l’on demandoit de trouver deux 
nombres, dont la somme des cubes fût il , et dont le pro- 
duit fit 6; on auroit ces deux équations x’-f-y 1 72 35 

6 

«txy~ 6 . Cette dernière donneroit y 72 * valeur 

x 

l 4 
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ï5 1 


2 tf) 


Cjuijsubstituéedanslapreniiùrejdonnex 5 -h*” == 35 f 

chassant le dcnoxninateuret transposant , ona x 3 — 3 5x* 
t=s — ax6. Je prertdsdonc la nloitié de 35 qui est j’efi 
ajoute le quarré i chaque membre , et j’ai x 3 — 35 x î -}- 


ajoute 

c y )’ 

_____ 


. _ efx 

quarre à chaque membre , et j’. 

: ( *•£)* — 216 ; tirant la racine quarréc , x s 

± V 1 W 


zi 6 » transposant, x 5 = y + 

VC4Y — 2i6 f et enfin tirant la racine cubique , x 
3 

ai6 j or (V ) ï =s i y , i 


et 


]/ v ± y' c y y 

(V)* — 216 = ^ tiLj donc.. 


y^y— 216=22)/ ( jp )=v» donc x=i/ y ± y ; 


qui donne ces deux valeurs x = 3h4-iQ = V s / 


V 27 = 3 » et x = K — — i 2 _=l/y = 1 /g=2* 


» on aura y = 2 et y 


et puisquon a trouvé y = 

= 3. 

Lorsque le plus haut exposant est 4 ou un multiple 
de 4 , il peut y avoir jusqu a quatre racines réelles. 

De la composition, des Equations. 

1^4. Nous venons de voir que les équations à 
deux termes ne donnoient , pour l’inconnue , 
qu'une seule valeur réelle lorsqu’elles sontde degré 
impair, et deux lorsqu’elles sont de degrépair; elles 
en donnent , outre cela , plusieurs autres qui sont 
imaginaires , mais qui ne sont pas moins utiles , 
ainsi que nous le verrons lors de la résolution des 
équations , et ailleurs. En général , une équation 
quelconque donne toujours autant de valeurs pour 
l’inconnue , qu’il y a d’unités dans le plus haut ex- 
posant de cette équation. De ces valeurs , qu’on 
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nomme aussi racines de 1 équation , les unes peu- 
vent être positives , les autres négatives; les unes • 
réelles , les autrea imaginaires. 

175. Pour rendre toutes ces vérités Sensibles, 
il faut observer que lorsque dans une équation on 
a fait passer tous les termes dans un seul membre , 
et que I on a ordonné toutes les puissances de x 
ou de l’inconnue, on peut toujours considérer ce 
membre comme le résultat de la multiplication de 
plusieurs facteurs binômes simples qui auroient 
tous pour terme commun x. 

Par exemple, lorsque l’équation x’ + 7x =■ 8 y* 
■+ 9 a été mise sous la forme suivante , par la 
transposition de ses termes... x* — 8x* + yx — 9 
= o, on conçoit que x 1 — 8x l -t- yx — 9, peut 
très-bien résulter de la multiplication de trois 
facteurs binômes simples x — a , x — b, x — c. 

En effet, si l'on multiplie ces trois facteurs,onaura 

x’ — a x* +- a b x — a b c = o 

— b x* + a c x 

— c x 1 4- b c x 

Or , pour que ces deux équations soient les 
mêmes , il ne s’agit que de trouver pour a , b , c 
des valeurs telles que a 4- b 4- c s= 8 ,ab+ ac+ bc 
— 7 , et a b c = 9. 

Pour trouver chacune de ces quantités, a, par 
exemple; il faut après avoir multiplié la i. re équa- 
tion par a z , et la 20 par a , ce qui donnera <t s 
■+Ü 1 b •+• a y t = 8 a*, a'b , + a*c -f- abc~ y a , et 
abc z- 9, il faut, dis-je, retrancher la seconde de la 
première , et y ajouter la troisième ; ce qui donne 
8 a 1 — y a -1-9, ou, en transposant a 1 — 8 a 
+ y a — 9:^ o. 

On trouvera de la même manière , que l’équation 
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qui donneroit b , est b' — 8 b' +* 7 b — 9 sa d , et quai 
celle qui donneroit c, est c* — 8 c 1 + 7 c — 9 =5 o* 
Ce qui nous fournit les propositions suivantes. 

176. t.° Puisque l'équation qui doit donner <1 
est la même que celle qui doit donner b , et la 
même que celle qui doit donner c ; et que d’ail- 
leurs il est facile de voir que les valeurs de a,b,c 
ne peuvent être égales , il faut donc , que l'une 
quelconque de ces trois équations , puisse donner 
les valeurs de a , de b et de c ; donc chacune de 
ces équations doit avoir trois racines , dont l'une 
sera la valeur de a , la seconde , la valeur de b , 
et la troisième , la valeur de c. 

2. 0 Chacune de ces équations est la même que 
1 équation même proposée*’ — 8x’-t- 7*— 9=3 o , 
à la seule différence près , que a, ou b , ou c , est 
changé en x-Donc celle-ci doit avoir trois racines, 
et ces trois racines doivent être les trois valeurs 
de a , b , c. 

Donc les quantités qu’il faut mettre pour a y b ,c 
dans x — a) x\—b, x — c,pour produire l’équation 
x' — 8 x 1 -4- 7 * — 9 =so par la multiplication de 
ces facteurs simples , sont les racines mêmes de 
cette équation. 

177. Si les coëflïciens des différentes puissances 
de x , au lieu d’être 8,7, etc. étoient d'autres 
nombres, et si l’équation, au lieu d’être du troi- 
sième degré , étoit du quatrième , du cinquième, 
etc. les conséquence? que nous venons de tirer , 
seroient encore de même nature. Ainsi , si l’on 
avoiten général x* — p x 1 gx‘ — r x 4 -s =5 o , 

p,q,r, s étant des nombres connus; on pourroit , 
de même , considérer cette équation , comme 
fermée duproduit de quatre facteurs simples * — a , 
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x - — b , x — c , x — d. En effet , ces quatre fac- 
teurs étant multipliés , donneroient « * 

je 4 a ax' •+• âbx* — abcx -f- abcd ss 6 î 

— bx' -f- àcx* — abix 

— ex 5 -f* adx ' — acdx 

— dx' “f* bcx' — bedx 

■+■ bdx 1 
+ cdx* 

Or , pour que cette quantité soit la même que 
je 4 — px' -r qx 1 — rx+- jso , il faut que a , b * 

c, d soient telles que l’on ait a +■ b + c +• d zap , 
eb 4- (te + ad + bc +■ bd 4- cd zz q , a b c 4 a b d 
+ acd -t» bcdzs, r , aèc d tts s. 

Sil’on multiplie la première de ces équations par 
g* , la seconde par a. % , la troisième par a , et qu’on 
retranche la seconde et la quatrième , de la pre- 
mière et de la troisième réunies , on aura a 4 tz 
pa 1 — ■ qa ' + Ta — s , ou g 4 — pa ’ -1- qa * — ta +• s 
ss 0 ; on trouverait, de même que 1 équation en h , 
esté 4 — pb 1 + qb* — tb 4- s =: o , que l'équa- 
tion en c est c* — pc 1 + qd 1 — rc -e son o ; et que 
l'équation en d est d* — pd 5 +• qd L — rd 4- s ~ o. 
Ainsi l'équation qui donnera a , doit donc aussi 
donner bc et d ; elle doit donc avoir quatre racines 
qui seront les valeurs des quatre quantités a , b , c, 

d. Et comme chacune de-ces équations est la même 
que l’écjuation x* — px ] + qx 1 — rx 4- s ~ o, les 
quantités a,b,c,d qu’il fautprendre pourproduire 
cette dernière parla multiplication de quatre fac- 
teurs simples x — ax, — x b >x — c ,x — d , sont 
donc les ratines mêmes de cette équation. 

. » 

178. Donc en général , 1 .° une équation de degré 
quelconque peut toujours être considérée comme formée 
au produit d’autant de facteurs binômes simples , qui 
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tmt tous pour terme commun la lettre qui représente 
ïinconnue,qu tly a d'unités dansleplus haut exposant 
de l'inconnue, z? Les seconds termes de ces binômes , 
sont les racines de cette équation, chacune étant prise 
avec un signe contraire. 

179. Si l'équation, au lieu d’avoir ses termes 
alternativement positifs et négatifs , comme nous 
lavons supposé ci-dessus , dans l 'équation x + — 
p x* + q x x — r x -{- s —a— o , avoit toute autre 
succession de signes , par exemple , si elle étoit 
x* + p x* — q x x — r x-\-str= o ; on n’en démon- 
treroit pas moins , et de la même manière , qu'ell® 
peut toujours être représentée par ( x — a. ) 
X (r — b ) X (x — c) X (a- — d ) ; a, b, c ,d, 
étant les racines de cette dernière équation. 

180. Puisque a , b , c , d , etc. sont les racines 
de l’équation , il suit des équations a-f i + c 
-4 ~d= p : ab + ac ~\- ad -\-b c -| -bd-\- cd — q , 
abc -\-abd -\-acd-\-bcd =— r, abcd-m s; i.° que 
dans l’équation x 4 — p x* + j x 4 — rx+t =• o ; 
et en général dans toute équation , le coefficient 
- — p du second terme , pris avec un signe contraire , 
c'est- a -dire , -f- p , est égal à la somme de toutes les 
racines. 

2 . ° Que le coefficient q du troisième terme est 
égal à la somme des produits de ces racines multi- 
pliées deux à deux. 

3 . ° Que celui du quatrième , pris avec un signe con- 
traire , est égal à la somme des racines multipliées 
trois à trois; et ainsi de suite, et epi'enfn le dernier 
terme , est le produit de toutes les racines. 

Cela est général , quels que soient les différens 
signes des termes de 1 eqvjation , prenant toujours 
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avec un signe contraire , le coefficient de chaque 
terme de numéro pair. 

1 8 1. D’où il suit , que dans une équation qui na 
pas de second terme , il y a sûrement des racines posi- 
tives et des racines négatives , et la somme des unet 
est égale à la somme des autres. 


Ainsi dans l’équation x* +J i 3 x — 6 or 3 o, la 
somme des trois racines est — a ; la somrae^de leurs produits, 
multipliés deux à deux, est — 23 j la somme cle leurs pro- 
duits , trois à trois , ou le produit des trois racines est 
-f- 60. En effet, les trois racines sont *f- 6, — 4, — 3 , ainsi 
qu’on peut le voir en mettantchacun de ces nombres, au 
lieu de x, dans l’équation ; car chacun réduit le premier 
nombre à zéro. Or il est évident que la somme de ces trois 
nombres , c’est-à-dire + 6 — 4 — 3 est — 2 ; que la somme 
de leurs produits deux à deux , ou — 20 — iô + 12 , 
est — 23 ; et que le produit des trois , est 6 X — 4 X~ 3 » 
c’est-à-dire -+* 60. 

Pareillement , dans l’équation x ? -+- 19 x + 3 o =ô, 
comme le second terme manque , je conclud qu’il y a 
des racines positives et des racines négatives, et que la 
somme des unes est égale à la somme des autres ; en 
effet , les trois racines sont + 2 , 4 - 3 et — à. 

En considérant une équation comme formé© 
du produit de plusieurs facteurs binômes simples, on 
se rend aisément raison , comment il peut se faire 
qu’il y ait plusieurs nombres différens qui satisfas- 
sent à une équation. Par exemple, si l'on proposoit 
cette question , trouver un nombre tel que si on en. 
retranche 5 , et quà ceméme nombre on ajoute successif 
vement les nombres 4 et 3 , les deux sommes multipliées 
entr elles , et par le reste , fassent çéro : on aura , en 
nommant x ce nombre , x —5 pour le reste et jc* 4 * 4 , 
x + 3 pour les deux sommes; il faut donc que (x +4) 
X ( x + 3 ) X (x — 5 ) = o , c’est-à-dire , que 
x* + 2 x* — a 3 x — 60=0 ; or on voit évidemment 


Digitized by Google 



Ï74 Cours 

que ce produit ou son égal ( jc + 4 ) X ( x- + 3 ) X 
(x — 5 ) peut devenir zéro dans trois cas différens: 
savoir si * — 4 , si x- = — 3 , et si x = 5. Eu 

effet, dans le premier cas.il de vient zéro X ( — 4 + 3 ) 
X ( — 4 — 5 ) ou o , dans le second , il devient 
( — 3 + 4 ) X (o) X ( — 3 — 5 ) ou 0 ; et dans le 
troisième ,(6 + 4) x ( 5 + 3 ) X ( o ) ou o, Or 
quand on propose une équation telle que + 2 x* 

— 23 x — 60 =5 o , tienne détermine à prendre 

— 4 plutôt que — 3 , ou plutôt que + 5 , puisque 
chacun réduisant également le premier membre , 
à zéro , satisfait également à l’équation. 

182. Nous placerons encore ici une autre re- 
marque qui peut avoir son utilité. Les équations 
a + b + c + d = Pjab + ac + ad+bc^bd 
+ cd-=q,abc + abdfacd-]rbcd =a r > 
abcd—s nous ont toutes conduit à la même équa- 
tion, soit pour avoir a, soit pour avoir b, soit, etc. 
La raison en est que abcd , étant toutes disposées 
de la même maniéré dans chaque équation, il n’y 
a pas de raison pour que l'une soit déterminée par 
aucune opération différente de celles qui détersii- 
neroient l’autre; donc en général, si dans la recher- 
che de plusieurs quantités inconnues, on est obligé 
d'employerpourchacune,lesmêmesraisonnemen 3 , 
les mêmes opérations et les mêmes quantités con- 
nues , toutes ces quantités seront nécessairement 
racine d’une même équation ; et par conséquent 
cette question conduira à une équation composée. 

1 83 . Puisqu’on peut considérer une équation 
comme formée du produit de plusieurs facteurs 
simples, on peut aussi la considérer comme formée 
du produit de plusieurs facteurs composés. 
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Ainsi une équation du troisième degré peut être consi- 
dérée comme formée du produit d’un facteur du second 
degré , tel que x 1 + a x *j* 6 ; par un facteur du premier, 
tel que x -f • c : en effet , x* + a x + b peut toujours ro* 
présenter le produit des deux autres facteurs simples. 

De même, une équation du cinquième degré peut être 
considérée comme formée, ou du produit de cinq fac- 
teurs simples , ou de deux facteurs du second degré et 
d’un facteur du premier , ou d'un facteur du troisième 
et d'un facteur du second , ou enfin d’un facteur du qua- 
trième ou d’un facteur du premier. 

1 84. Nous avons vu qu’une équation du second 
degré pouvoit avoir des racines imaginaires : puis 
donc qu’une équation de degré quelconque peut 
avoir été formée par le concours d’un ou de plu- 
sieurs facteurs du second degré, elle peut aussi 
avoir des racines imaginaires. Mais il peut y en 
avoir de formes bien différentes de celles du 
second degré. 

t 85 - Quand ou considère une équation comme 
formée du produit de plusieurs facteurs simples » 
on voit quelle ne peut avoir que m diviseur du 
premier degré , m marquant le degré. 

186. En considérant une équation comme 
formée du produit des facteurs du second degré, 
le nombre des diviseurs du second degré quelle 

peut avoir, est exprimé par m m - , m mar- 
quant le degré de cette équation. En effet, chaque 
facteur du second degré étant le produit de deux 
facteurs simples , dont chacun peut diviser l’équa- 
tion, doit aussi pouvoir diviser l’équation. Or nous 

avons vu (148) qu’il y a m. m — manières dif- 

2 

ferentes de multiplier, deux à deux , un nombre m 
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de quantités, il y aura donc m, m ~ — différents 
diviseurs du second degré, 

v 

Par exemple, -l’equarioiax 4 — ax^-\-jbx ' —abcx -\-ahcd—~-& 

— bx*-±-acx l -^-abdx 

— ex 5 -j-aix* — acdx 
• — dx î -\-bcx‘ > — bedx 
- \-bdx 2 
-| -cdx z 

formée du produit de (x—a) X (x — b) X (x— j)X(x— d) 

Î ieut être considérée comme formée du produit de deux 

acteurs du second degré, en ces six manières 

en multipliant (x> — a)X(x — f>)par(x — c)X(x— d) 

(x — a)X(x— c). . . (x — i>)X(x d) 

(x — o)X(x -d).. .(x — b)X(x — c) 
(x—b)X(x — c).. . (x — ,i)X(x — d) 

(x — b ) X (x — d ) . . .(x — (t)X (x — c) 

(x — c) X C* “ d) •••(* — <0*( x — A ) 

Ainsi une équation du quatrième degré peut avoir 
six différens diviseurs dusecond,et en général une 

équation du degré m , peut avoir , m ' dif- 

férents diviseurs du second degré. 

Concluons donc de-là , que si 1 on demande 
quelles devroiont être les valeurs de g et de h pour 
q ue x * 4 . gx -j- h fût diviseur d une équation pro- 
posée du degré m , on peut être assuré que g et h 
ne peuvent être déterminés chacun que par une 

équation du degré ni. - — - — — Car x + gx -f~ h 

est au^si propre à représenter l’un des diviseurs du 
second degré que tout autre; donc h doit etre 

susceptible de m - m ~~i valeurs ; il en est de 

même de g qui est la somme de deux des racines 
de l'équation. Chacune de ces quantités doit donc 

être donnée par une équation du degré m. m g . 

On 
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On prouvera de même qu’en considérant une 
'équation comme formée du produit de facteurs du 
troisième degré, chaque facteur du troisième 

degré est susceptible de m. m ■- valeurs 

2 O 

différentes ; eii sorte que si x 1 -f gx 1 -+- hx + k 
Représente l’un de ces facteurs , k ne pourra être 
déterminé que par une équation du degré 

vo ^ asseZ ^ es conséquences ana- 
logues qu’il y a à tirer pour les facteurs du qua- 
trième , cinquième degré , etc. 

187. Concluons de tout ce qui précédé que 
lorsqu’on a trouvé une racine dune équation, on 
peut , pour avoir les autres , diviser l’équation par 
x — cette racine ; c’est-à-dire, par x — a en repré- 
sentant cette racine par a ; la division se fera 
exactement , et donnera pour quotient une quau- 4 
tité où x sera moins élevé d’un degré; cette quan- 
tité étant égalée à zéro sera 1 équation qu’il faut 
résoudre pour avoir les autres racines. On voit de 
même que si l'on connoît deux racines , que je 
représente par a et b , il n’y a qu’à diviser lequa-» 
tion par (x — à) X (x — b) , et ainsi de suite. 

Des iransformatitns quoii -peut faire subir aux 
Equations. 

188. On peut faire subir aux équations diffé- 
rentes transformations , dont il est à propos que 
nous parlions , avant de passer à la résolution de ces 
mêmes équations. 

1 89. Si l'on change dansuhe équation le s signes Aes 
termes qui renferment Aes puissances impaires , les 

Marine. Algèbre . M 
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racines positives de cette équation seront changées en. 
négatives et les négatives en positives. 

Én effet, pour changer les signes des racines de l’équa- 
tion, il suffit de mettre — x au lieu de + x j or cette subs- 
titution ne change point' lessignesdes termes qui renfer- 
ment des puissances paires de x, et change , au contraire, 
les signes de ceux qui renferment des puissances impaires. 


1 Ço. Pour changer une équation dans laquelle il y 
a des dénominateurs ,enune autre dans laquelle il riy 
en ait plus, et cela sans donner un coefficient au pre- 
mier terme , il faut substituer au lieu de l’inconnue, 
une nouvelle inconnue divisée par le produit de 
tous les dénominateurs ; et multiplier ensuite 
toute l’équation par le dénominateur qu’aura alors 
le premier terme. 

ax 1 -ex d 

Par exemple , si j’ai x * + — — -p -j- zx c , 

m n p 

y 

je ferai x — mnp jet substituant dans l’équation, j’aurai 


mSnlp! m* n* p 1 ' mn‘p 

, a mï n 5 

parm* n 1 pt,)aiy 1 -f- - } ^ 

m 3 ni p 3 d 


+ 


a ml n* p* y 1 


H =o; multipliant 


min’pi c 
f r - y + 


p* m n 1 p 

= o ; et faisant les divisions indiquées , 


yi -|- a n p y ' 1 -f* m 2 n p* c y -f- m 3 n 3 p 1 d 


191. Si m , n et p étoient égaux , il suffiroit de 
y 

faire x = — - — . D’où il suit que pour changer une 
m 

équation dont tous les coéfficiens sont dos nombres 
entiers , mais dont le premier terme a un coëfficient , 
en une autre dans laquelle celui-ci n’en ait plus , et oit 
les autres aient néanmoins des entiers pour coefficiens , 

y 

il faut faire x = , m marquant ce coefficient du 

i in 
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pféffiîer terme. En effet , si j’ai l'équation mx'i-ir 
t jc 1 + ^ x + c = o ; en divisant par m , j’aurai 
a b c 

x 5 4 - x 2 + 3c H — = o , diitous les 

1 m mm 

dénominateurs sont égaux: , 

192. P dur faite disparohre le second terme â’un'e 
équation , il faut substituer , au lieu de l’inconnue , 
une nouvelle inconnue augmentée du coefficient 
du second terme de l'équation, pris avec un signes 
contraire s et divisé par [exposant du premier. 

En effet , représentons , en général , cette équation 
par xrn -raxm-i + b xm-i k ==o, Si on suppose x=y 
+ * , onaul-a deux équation^ et trois inconnues; on sei*a 
'donc maître de déterminer l’une d’entr’ellés , par telle 
condition que l’on voudra: 

Or si l'on substitue dans chaque terme , au lieu de la 
puissance de x qu’il renferme , une puissance semblable 
y -fs» on aura (149) une suite de termes tulle que celle-ci, 
01-1 

ym+m s ym-i-j-m — — s 1 ym - a etc;.... -f- * = o. - 

-f- aym - 1 -4- ( m - i ) as y rm-a etc. 

+ b ym - a ëtc. 

Si doric nous regardons y comme l’inconnue , il est 
'évident que cette équation sera sans second terme , si y 
est telle que l’on ait m s + a=o, c’est-à-dire, si 
à 

l’on prend s — ; qui est la valetir que cette 

m 

équation donne pour s. Or nous venons de voir qui* 
hous pouvions prendre pour l’une des trois inconnues ; 
et par conséquent , pour s , telle Valeur que nous juge- 

— a 

rions à propos j puis donc qué est la valeu. - qu’il 

m 

faut lui donner pôiir que l’équation en y soit sans second 
terme, il s’ensuit que pour changer l'équation proposée 
x m -f a xtt-i + , etc. en une aune qui n’ait point • 

a 

de second terme, il faut faire x =s= y — ~in~ » ce qui 
démontre la règle qüe nous venons de donner. 

M a 
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Par exemple , pour faire disparoître le second teftnc d« 
l’équation x’ 16 ** — 3 x + 4 = o; je fais x = y 
— c’est-à-dire , x=y — 2. En substituant, j’aurai. . . 

• yi — 6 y* + 12 y 8 =E O , 

+ 6 y a — 24 v + 24 
- 3 y + 6 
+ 4 

qui se réduit à y? — i 5 y + 26 = o , équation qui n’a 
point le second terme y*. 


De la résolution des Equations composées. 

ig 3 . Nous supposerons, dans tout ce que nous 
allons dire , qu'on ait fait passer dans un seul 
membre , tous les termes de 1 équation. 

Nous avons déjà dit (64) ce qu’on doit entendre 
par ces mots résoudre une équation , mais il faut 
ici fixer plus particuliérement ce que l’on entend 
par résolution générale d'une équation. 

Résoudre généralement une équation d’un degré 
quelconque , telle que x^ + p xm-i -\- q x^-a 
t .... A ~ o , c’est trouver pour l’inconnue 
autant de valeurs qu’il y a d’unités dans le plus 
haut exposant de cette inconnue , et dont chacune 
soit exprimée par les lettres p , q , etc. h combinées 
entre elles de quelque manière que ce soit; telle 
cependant que chacunede ces valeurs substituées an 
lieu de x dans l’équation , réduise le premier 
membre à zéro , indépendamment de toute valeur 
particulière dep, q, etc. 

Par exemple , la règle que nous avons donnée 
(100) pour les équations du second degré, résout 
généralement ces équations. En effet x r ~hpx~hq 
= o , peut représenter toute équation du second 
.degré , parce que par p et q on peut entendre 
toutes sortes de nombres positifs ou négatifs ; or 
nette équation résolue suivant cette même règle, 
donne ces deux valeurs de x , x=x= — \ p i 
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vw — q. Que l'on substitue maintenant l’une de 
ces deux valeurs, celle-ci, par exemple. . . 

^ p-i-V' tp 2 — q , au lieu de x , dans le premier 

membre de l’équation x 1 — |- p x <7 = c , on aura 

C— « p-4- l/ Ipi q ) 2 - 4 - p ( ; p 4 V / lp-' q > 

-4- q , qui revient à ^ p' — p V p 2 — q -f- | p* — q 

— i p 1 — t— p V' ip" 1 — q~\~q, qui» toute réduction 
faite , se réduit à zéro. Il en seroit de même , si l’on 


substituoit —— i p — — Vlp'-q- 

Cette expression générale des différentes valeurs de x 
dans une équation, est d’autant plus difficile à trouver, 

3 ue le degré de l’équation est plus élevé, et il est, aisé 
o sentir que cela doit être , si l’on fait les réflexions 
suivantes. 

Quelle que puisse être la forme des valeurs de l’in- 
connue dans une équation de degré quelconque , il est 
certain que la résolution générale d’une équation d’urt 
degré déterminé doit renfermer la résolution des équa- 
tions générales de tous les degrés inférieurs. 

En effet , la résolution générale d’une équation du 
cinquième degré , par exemple , telle que x' -f px*-fqx l 
+ rx 1 + îx + t =0, doit donner pour x cinq valeurs , 
dont chacune doit nécessairement renfermer toutes les 
lettres p , q, r, s, t. Or lorsque t est zéro , celte équation 
se réduit à x 1 +px 4 + qx i rx* *f- rx=o , qui étant la 
produit de ces deux facteurs x 4 t px>i-qx 2 -f-rxffir, et x 
donne, i.° x =0; 2° x 4 -j-px 5 ■j'çx i + rx'J - r=o. Donc 
des cinq valeurs de x que donnera la résolution géné- 
rale , l’une doit alors se réduire à zéro, et les quatre 
autres doivent être les racines de l'équation x+-f-px 5J ,-qx* 
-}- rx -{-s =0. Or celle-ci notant que du 4° degré, ses 
racines ne peuvent avpir que la forme de celles du qua- 
trième degré ; donc puisqu’elles sont en môme temps 
comprises dans celles du cinquième degré , il faut que 
la résclution de celle-ci comprenne la résolution du 
quatrième. On prouvera de même que la résolution du 
quatrième doit comprendre celle du troisième, ainsi de 
suite. Donc la résolution d’une équation de degré quel- 
conque, doit comprendre la résolution de tous les degrés 
inferieurs. 

Delà on peut conclure q te l’expression de l’une quel* 

M 'S 
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çonque des racines , doit renfermer toutes les espèces 
de radicaux depuis son degré jusqu'au premier. * En 
effet , H est facile de voir que dans quelque degré qu® 
ce soit, il doit y avoir des radicaux de ce degré, puis- 
que dans le cas particulier où tous les termes, excepté, 
le premier et le denlier , manqueroicnt , l'expression 
des valeurs dex renfersneroit un pareil radicalj; car l’équa- 

i m 

lion étant alors xm -{- k = o , on auroit xz=zy — k j 
donc puisque la forme générale des racines doit com- 
prendre la forme de celles de tous les degrés inférieurs, 
elle doit renfermer tous les radicaux depuis son degré, 
jusqu’au premier. 


194. Après ces réflexions sur la forme dest 
racines , voyons la méthode qu’on peut employer 
pour les trouver. 

Celles que nousallons exposer, consistent à con- 
sidérer 1 équation qu’il s’agit de résoudre, comme 
le résultat de deux équations à deux inconnues. 

• Kous avons vu ci-dessus (167) , comment on par- 
•venoit à réduire ces deux-ci à une seule, qui ne 
renferme plus qu’une inconnue. Il s’agit donc de 
les choisir telles que 1 élimination produise une 
«quation que l’on puisse supposer la même que 
l’équation proposée. Nous allons voir quelles elles 
doivent être pour cet effet. 

Quoique cette méthode n’exige pas qu on fasse 
disparoître le second terme de l’équation proposée, 
cependant les calculs étant plus simples , lorsqu’il 


* Lorsque l’exposant de 
l’équation est un nombre 
composé du produit de deux 
ou plusieurs autres, il -peut 
arriver , selon la méthode 
qu’on employera pour résou- 
dre , que l’expression géné- 
rale des racines ne renferme 
pas explicitement les radi- 
caux de ce degré ; mais ils 


ny $ont pas moins implici- 
tement. Par exemple , dans 
le quatrième degré, au lien 

4 

des J/ , on trouve , paE cer- 
taines méthodes , des quan- 
tités telles que j/ a ■ j- V b % 
mais on voit que celles-ci 
comprennent les premières-^ 
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n'y a pasde second terme, nous supposerons qu’on 
afait évanouir celui-ci, par la méthode donnée (192). 

Ainsi nous supposerons que x m d* px m ~ 2 -F 
q x"*- 3 y. rx m - 4 + , etc. + k =■ o , est en 
générai l’équation qu’il s’agit de résoudre. 

On prendra les deux équations... y m — i = o , 
et a y m ' 1 -fi- b y m ~ 3 + -fi- ~d ym - 4 + etc. 

. .+x=o, a , b , c , etc. étant des quantités in- 
connues que l’on déterminera comme il va être dit. 

Par le moyen de ces deux dernières , on élimi-* 
nera y , ce qui conduira à une équation en* qui sera 
du degré m , et n’aura point de second terme. 

Les coëffidens * des différentes puissances de x 
seront composés de a , b , c , et leurs puissances. 

On égalera chaque coefficient au coefficient de 
pareille puissance de x dans l’équation proposée 
xm + p of/n-2 -f- etc. ce qui donnera autant 
d’équations pour déterminer a , b , c , etc. qu’il y 
a de ces quantités. Lorsque a, b,c,e te. auront été 
détermines , on aura toutes les racines ou valeurs 
de x , en substituant dans l’équation a ym-i -Ç. 
b ym-2 c ym - 3 q, d ym-k + etc ... . 4* x ~ O , 
ces valeurs de a, b, c , etc. et mettant successive- 
ment pour y, chacune des racines de l’équation } 
ym — 1 = 0, qui sont faciles jt déterminer, connue 
nous le verrons par la suite. 

■ ’ 1 ' ' r 

Application au troisième degré. 

i$> 5 . Soit donc + p * + j = o; l’équation qu’il 
• agit de xésoudre. 


* Le mot coefficient est pris soit littérales, qui multi- 
ici dans un sens plus étendu plient l’une quelconque des 
que par le passé. Il signifie puissances de x. Ainsi dans 
en général la totalité des pxm-* , p est le coefficient de 
quantités , soit numériques ,1 xm-». 


M 


r 
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Je prends yt — x = o , et a y 7 -}- b y + x = o. Pour ' 
chasser y, je multiplie cette dernière pary, et mettant pour 
yt , sa valeur x tirée de l'équation _y 5 — i = o, j’aity 2 + xy 
+ a = o. Je multiplie de même celle-ci p 2 r^, et mettant 
encore pour y; , sa valeur i , j’ai x y* + ay y b •= q. 

Ainsi , j’ai les trois équations oy z f by f x =3 o. 

by 7 + xy + a = o. 
xy 2 + ay 2 b = o. 

Par le moyen des deux premières, je prends la valeur 
de y 1 et celle de y , selon la méthode des équations du 

, . > , . _ x x — a b 

premier degré, a deux inconnues ; jaiy- 


b b- 


a x 


_ a a — h x 

~ Vb~a~x 

Je substitue ces valeurs dans la troisième équatieat 

. r . Jft — abx+ai — abx . 

xy, + ay i b~ o; jai --r P b =3 q ï 

ou , chassant le dénominateur, et réduisant » 
xt — 3 abx -fa’ ZZ c. 

rb> 

Comparant cette équation avec x» + p x + o 5 
il faut *, pour qu’elles soient les mêmes, que — 3 abz^zp , 
et a * + b î = q i ce sont lâ les deux équation qui donne- 
ront a et b. 

La première donne b = — t— ; substituant datis la 

n ^ ; 

seconde , on a a 3 — = q , ou en multipliant par a * 


* On pourrait peut-être 
demander s’il est nécessaire , 
pour que les deux équations 
deviennent les mêmes , de 
Jes égaler terme à terme j et 
s’il ne suffirait pas d’écrire 
x+px + ç=:x 3 — Sabx-^a* 
+/>’ ? Voici la réponse. 

Il est indispensable d’éga- 
ler terme .i terme ; parce que 
pour que les deux équations 
soient les mêmes il faut que 
les trois racines soient les 


même.? dans chacune : or, cette 
condition exigeque la somme 
des racines soit ia même j ce 
qui a lieu : i.° Que la 
somme — 3 ab des produit» 
de ces racines deux à deux,, 
dans l’une, soit la même que 
la somme p des mêmes pro- 
duits dans l’autre ; 2. 0 que le 
produit a f +bi des trois raci- 
nes de l’une, soit le même 
que le produit q des trois 
racines de l'autre. - - 
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P* 4 • « 

et transposant , a* — qa* = équation qu on peut . 

(173) résoudre comme une équation du second degré, et 
qui par conséquent deviendra .... a s — q a 5 + î — * q 

ij P * » puis a * — t ? — — V z9 ~ iV P* » trans - 

posant, a * = ï q + y* 5 5"' -H tV P 5 » et °ufin a = ** 

^ l 9 "+“ ^ 3 9 ■+* vv P 5 • 

Pour avoir je mets dans l’équation a 5 -j-i’ == 5 ’ * 
valeur de a»’, que nous venons de trouver, et j'ai q 

•i-j / _f q 1 -4- {. p ! -+. b ! —rg, et par conséquent b 5 =ï t 

' - . 

• ; o 

— Vx q‘ + i l -i P s ; donc t=y'f 9 — 

" Or 1 «quation ay*i-by -f* = o, donne x = — ay* by. ^ 


un a donc x=z—y‘ 1 ^ // 2 q- 


i 9 l -t-ïVP 4 — 


y V \q — V ïq>f aV P ; 7 qui renferme les trois 
racines. 

; Il ne s’agit donc plus que de connoltre les valeurs dey! 
Or l’équation y 3 — 1=0, donne _y 3 =ï, et parconséquertti 
en tirant la racine cubique, y—i. Pour avoir les deux autres 
racines, ie divise (187} y 5 — 1 pary — r , et j’ai y - — !— y 
•J- 1 , qui étant égalé à zéro, donne l’équation qui renfermo 
ies deux autrps racines. Cette équation^ 1 4 * y.-fr 1 = es 


étant résolue ( ico ) donne y = = 

• *’ . " v 

“'*» * . "" ' • % 

.trois valeurs de y sont donc y==x,y = 


I +v 


.. Substituant successirement çqs 


valeurs , dans x 


: — v* v 


y' v l q+V rq*+ , Vp*"» 


** Je ne donne ici qu’un peu laquelle, chacune satiy 
. seul signe au second radical, fait également, comme r.ofts 
parce que je n’ai besoin que le verrons ci-aprcs. 

-d’une valeur de a $ il importe 


Digitized by Google 



I 




Cours 


— y V \q — V j ^ et faisant attention que 

(=s£3)*‘« 

-i — ^ — 3 


premier â 


-, et le second à 


-i-f j/— 3 


on a ces trois valeurs de x . 

3 


* == “V / Iî+v'Jî’-KVp 5 ? y / iq 24 ‘^fP l ‘ 

i ±^y i 9 .v£^ P x 


Z l Z^yd.yiqWïq^ 1 S P ^ f y . -} V fr’^&txVp »■ 

“ 2 


Si l’on suppose, dans l’éqwation x* -|-px -j-</=o, que 
fl=o ; lequation se réduit alors à x*+px=o ou 
X* =o ; donc l’une des racines est x = o, et les deu* 
autres se trouvent en résolvant l'équation x* -f- p = o , 


qui donne x = -frl/ p , et x = — 1/ p ; 

c’est aussi ce que donne la formule générale des racines ; 


3 

car la première devient alors x = — V' y p * 

s 3 3 . 

* — V'—V'^pZ , c’est-à-dire ,x=— ]/ y J_p s j/1/ ^pi=ci 

3 3 

la a* devient x= *^~^ - — - -Vp 1- (~ — ^ ^ V .p 

a 2 

H- V^Ap‘- 

2 2 

6 

=]/ — 3 1/ vÿ p 5 = V — 3V =1/ — p. On 
verra de même que la troisième est — V ' — p- - 

* 1 96. Comme l’équation a 6 — q a l ~ 77 p’, d’où 
nous avons déduit la valeur a , a six racines , on 
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pourrait peut être demander si chacune peut êtr® 
également employée ; et si dans le cas où elles 
seraient toutes également admissibles , il n’en 
résulterait pas 18 valeurs différentes pour x, 
puisque chacune en donnerait trois. 


Chacune des six valeurs de a est également bonne ; 
mais l’une quelconque, donne pour x les mêmes valeurs 

_ 3 

que toute autre. En voici la preuve : 1 ~-r i 1 

Faisons pour simplifier le calcul, v i rïP 

s= /n, et y/* î q — - V ^ pî=n; alors l’équa- 

tion a* = 5 ^ i î' + îVp* trouvée ci-dessus , se 

changera en ces deux autres a Jrxrm* et a 5 zzzn* , la 
première donne a=m, et en divisant a 5 ——— m 5 , par 
<* — m » ® n aura a 1 -f- m a -4- m*, qui étant égalé à zéro , 
donnera les deux autres valeurs de a, que l’on trouvera 

Ctre a = f-i+V-V 


■ , ou a- 


c^) : 


ainsi les trois valeurs de a sont m, m. 
— r— I /— 3 


2 

-x- 4 -V 


. et 


n. 


On trouvera de môme que l’équation 

aî= — 1 ** donne ces trois autres a~~r:n , n — 

. a 

— 1— .V 3 

s=xn — .. Or puisqu’on a aî-f-J 5 ==^ , on aura 

7n 5 -j-£l=ÿ et n î -|-A , =^,et en mettant pour m* et n % 
leurs valeurs = \ q — |/ ^ g* -+- T i_ pi et b i =~ q 

-H h 7 5Î 1 » c’est-à-dire, b s = n> et b , = m i } 

donc les valeurs de b sont telles que ab =z mn , en sorte 
que les valeurs de a et b , qui doivent aller l’une avee 
l’autre, sont telles qu’il suit : 

*=n b—n 


-u 
a=m 
:rt 


i b= m 




) 
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Substitue* maintenant l'une quelconque de ces str 
combinaisons dans x = ay' 1 — by , en mettant suc- 

cessivement pour y ses trois valeurs, et vous aurez tou- 

, 1/ O 

jours ces trois racines x= — m — n x = - ■ . . 

, i— V — 3 i — 1/ — 3 , i-J-K — 3 

» -j~ jj, x = . m -j n 


197. En considérant les trois valeurs de x que nous ve- 
nons de trouver, on voit que tant que p sera positif, la 
quantité J q 2 -f- p * sera toujours positif , parce que -J q 1 

qui est le quarré de f q sera toujours positif, quand mêm® 
q seroit négatif. Cette même quantité sera encore positive, 
tant que ^ q " 1 sera plus grand que tvP J » P étant négatif. 
Dans ces deux cas, les deux dernières valeurs de x sont 
imaginaires. Car les deux radicaux cubes étant alors des 
quantités réelles et inégales, leur produit par les quan- 
tités V — 3 et — V • — 3 de signe contraire, 
ne se détruiront pas mutuellement ; ainsi il restera de l’i- 
maginaire dans chacune de ces deux valeurs de x. II n’y a 
donc alors que la première valeur do x qui soit réelle. 


198. Mais si p étant négatif , p* se trouvoît plus 

grand que J q i , alors J g ' — ^ p* sero it une quantité 

négative , et la quantité V * q % — p } seroit imagi- 
naire : néanmoins les trois valeurs de x sont alors réelles* 
Poor s’en convaincre , il faut d’abord observer que 
P'iq* — qu’on a alors au lieu de J / * q 2 p* * 
est la même chose que J/( iVp 5 — î?*)X — 1, ou que 
} / iSp j — lq 2 X 1/ — 1 ; ainsi , pour abréger , je sup- 
pose j ç=/n 1 / T ' T pi — | q- s z=n , la quantité 

3 s 


î q -}- V' l q % — ïf p * deviendra \/ »*' — n \/ — 1 ; or 
ces quantités étant la même chose (ï 33 ) que m- s rn~V' — if 

et 17 — 1 ! 1, si opales réduit en série, par la 

anétl’.ode donnée ( i5i J,' on aura pour la première 
« t e . 1 1 r ’ t /— ' , 1 A n5 i / — 10 n 4 100 

et poux la seconde , _ . 


al 

s 


1 “ 


m 
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hr-l - "-1+ - -V ~il n Zvzi etc V 

^ 3 m 9 m* 81 » J 243 m + 3^45 m l ' 


or les trois valeurs de *, se changent alors en. 

3 3 

x— — — j/ m — /» 1/ ~ t 

3 , i- y ^3 3 


> *. „ I v — j v — 

|/m+^r~ + â f/ m — " J' 


„ __ i~V ^3 3 . i+X-3 3 

a a ]/m~nV_t 

Substituant , au lieu des deux radicaux cubes, les 
séries qui en sont les valeurs, on aura, après avoir fait 

las multiplications par ^ et 1 V'— 3 ^ 

rencontrent dans les deux dernières valeurs de x, et 
après les réductions ordinaires, ayant d’ailleurs égard à 

ce que \/ — 3X J/ — i donne— J/ 3 *, et que tout est 


« x 

multipliée par m», on aura , dis-je. 


f / 2 n~ 20 n’ 

— m' (2-4 -m-- -TT- —, etc.) 

O m L 2 /. A m * 7 ' 


9 m i £43 m* 


-m 


, . i n 10 

C I H — T -5- -t, etc. ) — 


{_ -,x n b n* 


x— m î + 12. n Z etc \ o. ra t 1 /- 0 - r 1 5 " r j. 110 " ‘ ,, 

1 9» ! 2 4 3m^ etC ’> V* ^SmSTm-î +3^^° 

Quantités dans lesquelles il n’y a plus d’imagi- 
naires. On n’a pu trouver, jusqu’à présent, que 
cette manière de donner, dans ce cas^une valeur 
algébrique réelle aux trois racines ; ainsi on ne 
peut les avoir alors sous une ferme réelle , que 
par approximation. Ce cas singulier a fort exerce 
les Algébristes, et on lui a donné le nom de cas 
Irréductible. 

Donnons maintenant quelques exemples. 

Supposons qu on demande les racines de l’équation. 

3y-f-4;=3oi je commence par faire disp*. 

^ Voytz U note de la pag« i 63 . . 


243 m -1 
10 n 4 


1 y ~Zf x '* J , iro n* _ 
1 i( 3 mW + 5g45^T’ etC -î 
x n S n* . no n 5 
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roître , ( 19a) son second terme , en faisant y ai x — à ; 
cela réduit l’équation à x { — ib x -f* 26 ~ o ; or nous 
avons représenté toute équation du troisième degré* 
sans second terme, Jc'+px-j-çrrjô; nous avons 
donc p =— i5, q — 26, de | çzs i3, J q az 167; î p 

' ■■ ■■ — - .. . - «i 

g- — b et ï T t pî - — I2i> J donc y 1 q- f Ji, p J S 
I/169 — ia6 =q/ 44^ lés trois valeurs de x seront 

3 _ 3 

donc, x — M * 3+ V 44 13 — V 44 

ifV-S 3 , 3 

Xi=3 rk^tv\4 + ; J/ 13—V44 

i-ra 3 . „ . ï+K-3 * 

x:=S , |/'i3tl / 44 * \/ l3 — Vh* 

C’est-à-dire , que la première est négative , et les deux 
autres imaginaires. 

Prenons pour second exemple , l’équation x 5 — 9! 
x — 1 io3 o. Dans ce cas * on a p — 9 , q 72 — 10 ; pa^ 
conséquent | p “ — 3 , -jV p J = — 27 , X g z: — 5 et J 
q' X 2b; donc £ -f- * v p > a 25 — 37 = — 2 i cette équa- 
tion est donc dans le cas irréductible. Ainsi, si l’on veut 
avoir les valeurs de x * il faut faire usage dés sériés ci- 
dessus. Pour cet effet , on remarquera qu’on a supposé 

mO, ï q , et n=>/^p * — î q 1 ; donc m = — 6 et n a V 2. 
Pour faire les substitutions , on commencera par évaluer 

. . . ri iAiL± 

3 qu on trouvera etre 1 , 4, 42 ; donc ^ s — _ - ÿ — 

î 

53—o, 3828 ; on évaluera aussi m i ,• qui n’est autre que 

3 3 3 , | 

V m oui/ — 6 ou — V 6, et l’on aura m a — 1,7099; 
alors il n’y a plus qu’à substituer : nous nous bornerons 
i substituer dans là première qui deviendra -{-1,7099 

Ta 1 1 (°> 3838)’ (o, 3838 ) 4 , otc.] quantité 

dans laquelle il ne s'agit plus que de faire les multipli- 
» cations indiquées. Mais il est bon d’observer en finissant* 
que ces séries ne sont d’un usage utile, qu’autant que» 
est plus grand que n , s’il étoit plus petit , on en forme-' 
voit d’analogues pour ce cas, en observant ce qui a été 
dit (i i>9). Au reste, lorsque m et n différent peu, on 
est dans la nécessité de calculer un grand nombre de 
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termes. Nous verrons par la suite comment on peut 
approcher autrement des valeurs de x. 

199. Concluons de ce qui précédé, que toute équa- 

tion de cette forme y*n "h p y'n -j- q yn -j- r r: o est résolu- 
ble ; puisqu’on faisant yn— x, on a f p + 

r=o, c’est-à-dire, une équation du troisième degré. 

Application au quatrième degré. 

200. Représentons toute équation du qua- 
trième degré sans second terme , par x* + px x 
+ qx + r = o. 

Selon la règle donnée ci-dessus , je prends les 
deux équations y* — 1 = 0 
Et ay } + by* + cy + x = o. 

Pour éliminer^ , je multiplie celle-ci trois fois 
de suite par ^y , et je substitue à mesure , au lieu 
de y* , sa valeur 1 tirée de l’équation y* — 1 =0; 
ce procédé me donne , ( en comprenant la se- 
conde équation ) , les quatre équations suivantes ; 
ay ’ + by ' + cy + x = o 
by 5 + ey l i* xyf a = o 
cy % +xj* + ay -f b = o 
xy 1 + ay * + by + c = o. 

Si , à l’aide des trois premières , on tire les valeur» 

... , — x 5 +£’x — èi-’-fîacx — a*b 

aey.y'ety.on aura y' - .-1^. + .,»' 

t cx*-2abx+a i -ac 2 +b r c -a 1 x+bx ’ -c* x-6 * -f-ao&c 

dl ax’ l - 2 bcx-yab--\.c i -a ' 1 ax ' -ibex-^ab c , 

substituant dans la dernière , on aura , après avoir 
chassé le dénominateur , fait les réductions ordi- 
naires , et changé les signes ; 

x * — 4 a ex 1 + i^a'bx — a*—o 
— a bbx 1 -j" 4 bc'x — c * 

+ b * 
xa'c % 
r— 4 ab'c 
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v,our que cette équation soit la raemê qtie 
'i* _u px' - 4 - qx 4 - r = O , il faut donc que - 4 
ac -2 **—/>» ïà'bf 4 ic' = q,-a*-c*ï 
■fr 2 a' c' — 4 aP c = r ; ce sont ces trois 
: équations qui doivent faire connoitre a, b etc. 
Pour avoir 1 équation qui donnera b , je prends 
dans la seconde , la valeur de a’ + c 1 en divisant 

par 4 b ; et j’ai + c* î je q««w cette 
équation , ce qui me donne a 4 + >4 ‘ c ’ + ^ 
; et par conséquent a 4 + c* ■= pjpjr 
2 e - * ; je substitue cette valeur de + c 4 dans 

la troisième équation , et j ai — l6i 2 ,T 4 a c r 
— 4 c » r. De la première équation — 4 a<7 
2 è 1 s p « j e tire la valeur de a c , qui est <1 * 

— nE—di^; substituant dans l’équation — 

4 i( + , 

x 6 b a + ^ 4 

P ^ « * * 0U — r6è l 

.4 -t - 8 & 4 


4 a*c* etc. j’ai 

46 ’ C " 1 


2 -f* 

, 4P a + »M 
+ 16 


4 


+ *♦ + 


-r io 4 

eu enfin , chassant les fractions , transposant , 
réduisant, et ordonnant par rapport à b 
646 û + 32P^ + 4P î ^— 0 
— 1 6 rè l 

Equation du sixième degré , mais qui n’a que la 
difficulté de celle du troisième , en regardant b 
comme l'inconnue : on appelle cette équation la 
réduite , parce que c’est à sa résolution que se 
réduit celle des équations du quatrième degre. 

2oi . Si l’on fait attention quele dernier terme q* 
de cette équation a le signe — , on verra que^^ 
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doit avoir au moins une valeur positive v.car dans 
ce cas l’équation ne peut avoir été produite que 
par là' multiplication de trois facteürs tels que 
( b 1 — / ) ( b 1 ■ — m ) (, b 1 — n ) , ou de trois fac- 
teurs, tels que ( k r -A- l )•( b 1 L m ) { b x — .n ) ; il 
n’y a que 1 ces deu^c combinaisons qui puissent 
donner le signé u *-f au dernier terme ; il y aura 
■doiic.âii moins un facteur de celte forme b 1 — n ; 
denc^f'T'rS ) b z n , éeSt-àldire , que b x aura au 
moins une valeur positivé. Donc puisque cette 
équation donne p — H* V? n, b aura donc au moins 
deux valeurs réelles. 


202. Déterminons maintenant a et c. Les deux 
équations — 4 ac — zb ’ 1 =: p, et 4 a 1 b 4 bc 1 =3 q 

trouvées ci-dessus donnent 2 aç zs — 1 p — b * 

et <9* -+■ c 1 ïX xç ’ Aj outant lapremière à la seconde , 

et la retranchant aussi de la seconde , on aura les 
deux équations suivantes : 



;, à T -f-a ac — 1— c' = ~ • — | p • — b? f | 
a* —i- 2 ac -t-c 1 p — l- 5* 


tirant la racine quarrée de chacune, on aura. . . ? 




4 & 


St a *■— +- 5> -H ** 

Les deux signes de chaque e'quation pouvant être pris 
dans tel ordre que l’on voudra. 

Delà il est aisé de déduire a et c; mais noirs allons 
Voir qu’on n’a besoin que de a -4-c et de a — • c . Déve- 
loppons auparavant les quatre valeurs de x. 

L’équation ay* -+-by x ~\~cy -rf-x=t o, donne x = — ■ 
ày- — by x — cy; U s’agit doqc d’avoir les quatre valeur» 

Marin t Algèbrt. N 
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de y que peut donner l'équation y 4 — 1=0, ou j» 4 =5t. 

4 

Or en tirant la racine quatrième, on a y=.^-\/ xt=+i , 
c'est-à-dire , y== i et y =: — r. Ayant trouvé ces deux 
valeurs de y, il faut ( 187) pour avoir les deux autres , 
diviser y 4 — - 1 par le produit y x -—i des deux facteurs 
y — . 1 et y -+- 1 , ce qui donne y 1 -+■ 1 pour quotient ; 
égalant ce quotient à zéro (187) , on aura y* -+-i=:o, 
pour l’équation qui doit donner les deux autres raci nes , 

que l’on trouvera être y =3 -4- • — >1 ety=— — -1 

Les quatre valeurs de x seront donc. ...... 

y —3 — a — b — ’ c ou x= — b — >(a-|-c) 

y — n — . b -H-c ou x=> — 6 -h(a-+-e) 

x ■ — t -\~h — c [/ j ou x =-1-^-4- (a — c)}/ — . r 

S , — a y — 1 — t— 6— f-c- V — ■ioux=H-i — (a+c)]/ — i 

Substituant , aù lieu de a-+-f et a— c, leurs valeurs trou- 


vées ci 


xV 


:i-dessus, et faisant attention que+V^ ) 

,=+K- “ 


x=— + 




4? 


1 P* 


. on aura. 




V. 






iP 


<-b* 




— îp— 5»,x=+*+l/— 


Equations dans lesquelles il est facile de voir que des 
deux signes -H et — , soit qu’on prenne le signe supé- 
rieur , soit qu’on prenne le signe inférieur , on aura tou- 
jours les quatre mêmes.valeurs de x, l’une quelconque 
d’entr’elles ne faisant alors que se changer en 1 une des 
autres. Ainsi , pour une même valeur de b , on n aura 
jamais que quatre valeurs de xj savoir : 

“ y 


c = i ’ 


-è ! ,x=— M-' 


Tb-^'- 


— J^-b^y — ïp — £\x =+ é — ^ j*-î, p-b*. 


ac3. Puisque l’équation du sixième degré qui doit don- 
ner b , donne trois valeurs de b 2 , on aura donc trois 
valeurs de b , qui auront le signe et, trois qui auront 
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& Signe — • ; or il est facile de voir que soit qu’on 
Tnette-}-6, soit qu’on mette — <b dans les quatre der- 
nières valeurs dé x , il en résulte toujours les quatrô 
snêmes valeurs. 11 ne s’agit donc plus que de faire voir , 
que chacune des trois valeurs de b qui auront le signe-t-, 
ne donnera jamais aussi que les mômes quatre valeurs 
de x. 

Pour le démontrer , reprenons les équations — « 4a c 
• — 2 é 7 =p. 4a* b-+-kbc‘ l —q. et — a 4 — r 4 -f-i 4 -q-aa 1 c* 
•— 4 a b 1 c=.r. Quarrons la 2 e de ces équations , nous 
aurons 16 b * (a* -t-c' 1 ) 1 = qq ; mettons, au lieu de b 1 r 

fca valeur — tirée de la première, il viendra — 8 


fp-+-4ac) (a 1 -+-c J ) : =çç. Substituons de môme, au lieu 
ue b 1 , la valeur dans la troisième équation, et nous 
aurons , apres les réductions faites 

— 

4 


4 vac 


14 a " 


Reprenons maintenant l’équation du sixième degré. 

64 b" -+- 3 a pb* — 4 ppb “ 1 — qq-=.o • 

— 16 rb 1 

Et substituons — y pour qq et pour r leurs valeurs qué 
Jious venons île calculer. Nous aurons après les réductions 
faites, et après avoir divisé par 8, l’équation suivante, 
82> 5 -+-4 pb*-\-2a*b‘ 1 ~+- (y-t-4ac) (a , H-c , 3=c 
- 4 — 2c*b z 
•—^ipacb 1 
——.28 a’’ c~ l b t \ 


Or, puisqu’on â trouvé Z b 1 ±=p — 4ae, il s’ensuit 
(187) que 2 b r -+-p -+- 4 ac doit diviser l’équation 8 b s 
-t- 4 pb* , etc. ce qui a lieu en effet.. Si l’on fait la divi- 
sion , et qu’on égale ensuite à zéro le quotient, pour 
avoir les deux autres valeurs de b 1 , on aura 4 b*~ — Sacb* 
-+- a 4 H— c 4 -4- 2 == c. 

Cette équation étant résolue comme une équation dû 

Second degré, donne 2 b 7 £= 2 oc + (a-+-c) (j 

V — 1 ou en doublant , 4 £* = 4 2 (u-4-r) (0 c) 

1/ — 1. Or le dernier membre est * le quarré de (a-t-c) 
+ (a — r ) y — 1 jdonc 46"= + (<j-4-c). -f ( a — c) 
V — x ]*, et par conséquent 


* Il ne faut autre chose , 
pour s’en assurer, que quar- 
rcr la quantité ( a + c -a-c) 


V — «1. Mais si l’on demande 
comment on a trouvé cela, 
on le verra dans la suite. 

N 2 ' 
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* 2 b =-f- [ (a-f-c ) zk ( a — *0 Ÿ • — I , c’est-à-dire J 
— ( a-+-C ) t (a — *c) y — * 7 > ainsi puisqu’on a trouvé 

ci - dessus, b ==Zl£ — TJLÜf, les rrois valeurs positives 

)3 

de b , sont donc. ....... 

è = H- V — ■- 5 f — J (j-f-r) -4- ? (a — c) jA— r , 

. . 2 


b -— I — d (a — c)K — ■ i. Représentons la se- 

conde de ces valeurs, par b 1 -et la troisième pari"; alors en 
ajoutant et retranchant , on aura <j-4-c= W-ybU et 
— )j/ (^1= b'— b". 

Si l’on substitue les valeurs de a- 4 -r et (a — c) \/ — ■! 
d'ans les quatre premières valeurs dextrouvées ci-dessus, 
elles se réduiront à x = — b — b 1 — ■ b 11 , x z=s — • b'-yb'l 
x = -4- b -+- , b 7 — b ”, x = - 4 - b — b> - 4 - b 77 , qu’on 
peut 'encore mettre sous cette forme, x = — b • — i» 
— b " , x =- 4 - h -J- b’-yb" —2 b , x =- 4 - b+b'-+- b”, 
2 b’ x = è -4- b 1 H-è" — 2 è 7 . Où l'on voit clairement qu'il 
ne peut y avoir que quatre valeurs de x ; car si l’on 
change , par exemple , b en è 7 , il faut changer en 
mémo temps b’ en b , puisqu’on voit que les trois 
racines b, b’ , b” entrent toutes à la fois dans chacune de 
ces valeurs x. Or ce changement donne les quatre mêmes 
valeurs pour x. 


204. Revenons maintenant à la première expression 
des valeurs de x , c’est-à-dire, aux valeurs x = — • b — — 
Ca- 4 -c) , x= — b - 4 - (a-l-c) x=- 4 - b -+- (a — r) y — I , 
- = -4- b — i (a — c) y — i. Elles nous offrent trois 
cas : ou a-4-c et (a-4-c) "j/ — t sont toutes deux réelles; 
ou elles sont toutes deux imaginaires, ou enfin ,1'une 
ries deux est réelle, et l'autre imaginaire. Or j’observe 
d’abord que lorsqu’elles sont imaginaires , elles peu- 
vent toujours être réduites à des imaginaires de cette 
forme, ]/ — m, ou 1/ m , 1/ — i , m étant une quan- 
tité réelle; car puisqu'on a a-yc = ^ ~i ‘îp~£ s 

et ( a — -c)V — x = ^ — dp — ‘b 2 , b ayant 


* Nous ne prenons ici que 
le signe -4- pour la racine 
du second membre , parce 
que nous avons vu çi-dessus , 


que la valeur négative de b 
rneneroit aux mêmes con- 
clusions. 
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toujours (2C1) au moins une valeur réelle que l’on peut 
toujours employer, elles ne peuvent devenir imaginaires 
que lorsque la quantité qui est sous le radical actuel , 
sera négative *. 

2CÜ. Cela posé, si a-P-c et (a — c) 1 / — >1 sont toutes 
deux réelles , auquel cas , les quatre valeurs de x 
seront réelles, puisque b a toujours une valeur réelle , 
il est évident que les deux autres valeurs de 4 b 2 , savoir : 
[ (a'-j-e) +- (o — c) 1/ — u] 1 fieront réelles et positives. 


206. Si au contraire a-+-c et (a- — c) 1 / — i sont toutes 
deux imaginaires, auquel cas les quatre valeurs de x 
seront imaginaires; alors si on représente a — t- c par k 

V — 'i et (a' — > c ) 1/ — i par l 1/ — i k et / seront des 
quantités réelles ; selon ce qui vient d’être dit (20 4); on 

aura donc 4 i î =:[(k+/)V / — 1 ]’ — (k rt /)*, c’est- 

à-dire que les deux autres valeurs de b 2 seront réelles, 
mais négatives. 

207. Enfin si des deux quanti têSa- 4 -c et (a— c) ]/-i, 
l’une seulement est réelle , il est évident que des quatre 
valeurs do x,.deux seront réelles et deux imaginaires; 
or dans ce cas on voit aussi clairement que les deux 
valeurs de 4 b 1 exprimées par £ ( a -+- c ) t (a 1 — c) 
■j/ — 1 ]* seront imaginaires. 

208. Donc si la réduite , considérée comme 
équation du troisième degré , a ses trois racines 
ruelles et positives , 1 équation du quatrième degré 
aura ses racines réelles. 

Si la réduite ayant ses trois racines réelles, n'en 
a qu’une positive, 1 équation du quatrième degré 
aura ses quatre racines imaginaires. 

* Il n’en seroit pas de* 
même, si b n’a voit aucune 
Valeur réelle. Car b étant une 
imaginaire de cette forme 
k, o-i-c et (a — r) 


1/ • — I pourroient etre aes 
ima ginaires de co tte forme 

V m h 


I 


V — k 
N 3 


— -'YS'-’C». - Oa>£> 
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Enfin, de ces quatre racines, deux seront réel- 
les et deux seront imaginaires , si la réduite n'a 
qu’une racine réelle. 

209. Puisque la formule des racines d une équa-v 
lion du troisième degré , 11e donne ces racines 
sous une forme réelle , que lorsqu'il n’y a qu’uno 
racine réelle (197), il faut conclure qu’on n’aura 
les racines du 4 e degré sous une forme réelle , 
que lorsqu’il n’y aura que deux de ces racines qui 
soient réelles. 

aro. Voyons quelques exemples. Supposons 
qu’on demande les racines de l’équation a- + -+-3;c* 
— 5 2 x -+- 4S — o. Nous avons ici p 3 , 
<7= — S 2 , 1=48, et par conséquent qq=2y 04. 
La réduite sera donc 64 &M-96 — 7 32 è* — 2704 

= 0 , ou (en faisant, pour simplifier , 4 b* = u)> 
*+■ 6 u r — iS 3 u — 2704=0. Pour faire dispa- 
roître le second terme , je fais u —•* — 2 , ce qui 
me donne — 196 £ — 2322=0. 

Selon ce qui a été dit ( 197) sur les équations du 

troisième degré, on trouvera que { n'a qu’une valeur 

« 

3 

réelle qui est j —V — 1161 -4- VT 6 y 32 g 6 . 

3 • 

—')/ — 1161 — ^1073296; or v~ 1073296 est ic36> on 

3 3 

a donc j = ■ — 1/ — 1x61 -4- 1006 — d / "~ 1161— 1&36, 

3 3 

c’est-à-dire, j =3 • — |/ — 12b • — ^—2197, ou \ = 

33 

j/ 125-4- E2197, ou 7 =5 ~t- i3 s 18. Donc puisque 
— 2 , on a i;=i8 — 2=r < ' j par conséquent 4 £>’ = 
i/=i6jdonci 3=4 et b=.2. S hstituant cette valeurdei, 
ot celles de p , q et r , dans les valeurs de a-H et do 
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(M-bc).y-i trouvées ci-dessus , on aura «-+- 22= 
V —y— j — 4= VZZTz; et (a— 0 VTZTT = . . 

f/ y — ? — 4 = T-^irzrt. Donc les quatre valeurs de x 

seront x 2= ■ — • ; • — V" — 12 , x 2= — 2 — L” — ^12 » 
x= , -4- 2 -4- 1 et x =-r- 2 • — ■ 1 . Ainsi les deux valeurs 
réelles sont x = 3 , et x = 1. 


Dans cet exemple , les nombres se sont trouves 
tels , qu’il a été possible d’évaluer exactement 
chaque radical. Mais ces cas sont fort rares. Le 
plus souvent, lorsqu’on veut avoir la valeur numé- 
rique dégagée du radicaux , il faut évaluer chaque 
radical par approximation. 


Prenons, pour second exemple, l’équation y* -4- 4 _yf 
-4-’ y 2 -4- 12 y -4- 3 = G. Je commence par faire dis- 
paroître le second terme, en faisant (192) y =. x — ■ 1 : 
j’ai pour nouvelle équation x 4 — 1-3 x* H- 2 x— — 3 = o. 
On a donc ici p=r} , ç= 2 , r=— 3 ; ainsi la réduite 
devient 64 b a -4- 96 b 4 -4- 84 b 1 — 4=220; ou en faisant 
4 b 1 22= u u* -4-6 u l -4-21 «< — >42=2:0. Je fais disparoîtro 
le second terme , en posant uz=2j — 2 , ce qui donna 
2 r — 4- 9 1 — 3o=o, équation qui (197) n’a qu’une racine 
réelle, et qui annonce, par conséquent (208), que 
l’équation du quatrième degré n’en aura que deux réel- 
les. Appliquant donc les formules données (19&) , on 

3 3 

couvera 72 = — ]/• — ib-i-V 7*7 — V — ià — V TTT, 


eu J2= K 16 — - y 252-4-j/iè-4- y 25a ; donc 112=3 

3 3 

î ' 2 '• — —2 —4-^/ j/ 262 H" ^ lè-4— zb2 } 

donc puisque 4 b z 222; u , et par conséquent è = v / i 
■ J V' u y on 3«* • • • • 1 * • • 


„v_. 

I T —4 


•2-+-\/ / ib 2b2—hJ/ / ' ib— V 2b2. . . 

Substituant cette valeur de b , celles de v et de g , dans 

N 4 
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les formules des quatre valeurs générales dé x , on 
trouvera que les deux, râleurs réelles sont comprises 
clans cette équation. . . ■ . , , ( 


^ 3 

~ — ? — 3-4- - l5 — V 2'>2-4-J/’ I 5-f-T''263 • 


r y I O-Kaîa + J/ 15-4-1/ 263 „ V'âôa-jV'i 


Réjlexion sur la Méthode précédente , et sur son 
app lient io . aux équations des de grés supérieur s 
au quatrième. t ; \ , v 


an. L’équation qui nous a donné la valeur 
de b pour le quatrième degré ,• n'a monté qu’au 
sixième degré ; mais si nous avions cherché di- 
rectement l’équation qui deit donner a , ou celle 
qui doit, donner c , nous serions parvenus à une 
équation du; 24 e degré , ainsi qu'on peut s’en 
convaincre de la maniéré suivante. Nous avons 
trouvé ci-dessus (îc3) , en transformant la ré- 
duite , — 8 ,( p 4-4 ac ) X (a 1 + c’) ! = 99 , et 

— - a* — c* + +4 pac. + 14 a* c ,!=a =f. SI l’on 

multiplie cette derniere équatiorr, panfp +4 ac) 
et que du produit on retranche la première , orr 
aura , après les réductions faites , 

5 ia a'c , + 256 pn î c 1 + 4 ç , pp< 7 c+ 2 p*~o 
— 3 2rac — 8 pr 

• '/■ + qq 

équation qui étant combinée avec l’équation 
— a' — c* + etc. = r , pour éjirniner » , donner* 
(169) une équation du 34 e . degré. 
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.Mais sans se donner la peine de faire ce cal- 
cul , on peut s’en assurer encore de cette autre 
maniéré. 

L’équation — 8 ( p + 4 ac ) ( a 1 + c 1 )* = 
donne («’tO , = ~ g ( p +';«)'» et COft * 

- séquent û 4 + c* = — a a 4 Or S* 

l’on résout l'équation 5 i 2 a> c' etc. qui Cn 
considérant a c comme l’inconnue , est du trei-. 
sieme degré , on aura «ne valeur de ac , qui 
étant substituée dans le second membre de l’é- 
quation <z 4 + c 4 = etc. en fera une quantité toute 
connue que j’appelle A ; si l’on représente main- 
tenant par B , cette valeur de ac , on aura s 

g 

= — ; donc l’équation a* H- c 4 = a , devien- 
dra a 8 — A a 4 = — B 4 , qui ayant huit racines, 
donnera huit valeurs de a. Or ac a trois valeurs ; 
on aura donc trois équations du huitième degré , 
et par conséquent 14 valeurs pour a ; donc l’é- 
quation en a sera du 24 e . degré. 

212. Mais on voit en même temps que les 
exposants de toutes les puissances ue a , que 
cette équation renfermera , seront des multiples 
de 4 , puisque (i 83 ) elle sera le produit de trois 
quantités de la forme de a 8 — Aa^+B*, devant 
renfermer les 24 racines que ces trois-ci four- 
nissent. Doitc si l’on y fait a 4 — u , on aura en 
u une équation du sixième degré. Or je dis que 
cette équation ne peut renfermer que des radi- 
caux quarrés et des radicaux cubes , ce qui est 
évident en résolvant l’équation a 8 — As 4 = — B 4 
comme une équation du second degré ; car alor3 

on aura 1 A + V — B 4 , quantité dans 


Digitized by Google 



aoi ’ 'Cours 

laquelle A et B ne peuvent être composés que tïtf 

radicaux quarrés et de radicaux cubes ; puisqu’ils- 

ne dépendent que d’une équation du troisième 

degré. 

21 3 . Si l’on se rappelle maintenant ce que 
nous avons vu sur le troisième degré où la ré- 
duite étoit <z 6 — qa ' =/ 7 p’ ; il est clair que a’ ne 
peut renfermer que des radicaux quarrés. Enfin , 
il est évident que dans l'équation du second degré 
sans second terme , x+ + p — o en faisant 
comme ci-dessus y 1 — i = o et ay + x = o , 
la réduite sera a 1 -+- p = o qui ne donne qu’une 
valeur pour à 1 ; ainsi la jéduite du second degré 
ne donne pour a 1 qu’un radical du premier degré , 
c’est-à-dire une quantité sans radical. 

Donc en remontant , on conclura par analo- 
gie , que si la réduite du cinquième degré ue ren- 
ferme d’autres puissances de a , que celles qui 
Sont des multiples de 5 , la valeur de a* ne ren- 
fermera que des • radicaux quatrièmes , des radi- 
caux cubes et des radicaux quarrés ; donc , si 
l’on démontre que par la méthode actuelle , 
cette réduite ne peut renfermer que des puis- 
sances de a , dont les exposants soient des mul- 
^ tiples de 5 , il s’ensuivra que cette même mé- 
thode réduit la difficulté des équations du cin- 
quième degré , à celles des degrés inférieurs. Or 
voici comment on peut s’assurer que la réduite 
n’aura pas d’autres puissances de a. 

214. Supposant que x' + px’ + qx * + rx + 
s = — o , représente généralement toute équation 
du cinquième degré. Et prenant selon la mé- 
thode , les deux équations y* — 1 s=s o , et ay * 
t b y' + cy'- f c'y f x = 0 , on aura après avoir 
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chassé y de la même maniéré qu’on l’a pratiqué 
dans le troisième et le quatrième degré , on aura, 
dis-je , 

x s — 5 adx i + 5 bd} x' — bcd* x *h = o 
— bbcx 5 + ba} ex 1 — ba' bx + è s 
+ .V* dx 1 — 6 b' dx + c s 
bab'x' — 5 ac ] x + d f 
' +5 a' d l x — 5 a' fd 

-h 5 b'c'x — 5 ab ] c 
— babedx — 5 abd> 

— 5 bc'd 

+ 5 a l bc' 

+ bd'b'd 

+'5 b' cd L / 

+ bac 1 d z 

Ayant donc égalé le coefficient de x 1 , à p ; 
celui de x- 1 , à q , celui de x , à r ; et enfin la 
totalité des termes sans x , à s ; on aura quatre 
équations dans lesquelles si l’on fait b = ga x 
c = ha} , d — ka 4 , ce qui est très-permis , ces 
quatre équations se changeront en quatre autres 
qui renfermeront g , h , A et a ; mais il n’y aura,, 
d’autres puissances de a que a' , a' ' , etc. donc 
si l’on conçoit qu’on ait éliminé g , h et k , l’é-»- 
quation finale ne renfermera pas d’autres puissan- 
ces de a , que celles dont les exposants seront des 
multiples de b. 

2 1 5. On voit donc , d’après tout ce qui pré- 
cède , qu’à l’égard de a , c’est-à dire , à l’égard 
du premier coefficient dans l’équation ay m ~ r -f- 
hym -2 etc. + x = o , la réduite est du se-, 
cond degré ou degré r , a , pour le second degré. 
Dans le troisième , elle est du suicme degré y 
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ou du degré i. 2. 3 . Dans le quatrième , elfe 
est du vingr-quatrieme , ou du degré i . 2 . 3 . 4. 
Il y a donc bien lieu de croire que , dans le 
cinquième , elle sera du degré 1 . 2 . 3 . 4 . *5 t 
c’est-à-dire , du 120 e ; et du 720 e dans le sixième 
degré , et ainsi de suite. 

Et quoique , dans le quatrième degré , on 
trouve une réduite qui n’est que du sixième de- 
gré , c’esq une simplification accidentelle , qui 
probablement aura lieu d’une maniéré analogue 
dans les équations dont l’exposant est un nombre 
composé ; mais non dans celles dont l’exposant 
eest un nombre premier. En effet , il est facile de 
voir pour le 4 e degré , que cette simplification 
est due à ce que b , dans chacune des équations 
où il entre , a des relations semblables à l’égard 
de a et à l’égard de c an lieu que a n’est pas 
disposé de la même maniéré à l’égard de b qu’à 
l'égard de c. Mais dans le cinquième degré , il 
n’y a aucune des quantités a , b , c , d , dont 
on puisse dire.ee que nous venons de dire de b , 
dans le quatrième ; ce .qui est facile à voir par 
les coëfficiens de l’équation x s — ( ad + bc ) 
x ] + etc. = o , rapportée ci-dessus. 

216. Quoiqu’il en soit , puisque la réduite du 
cinquième degré ne peut renfermer d’autres 
puissances de a que celles- dont les exposants 
sont des multiples de 5 , il paroît donc c|u’en y 
faisant a s = u , l’équation du 24 e degre qu’on 
aura alors , ne, peut plus renfermer que des 
-4 3 f 

V , d<is V et des V , puisque l'équation a s = u, 

donnant a = V u met en évidence les radi- 
caux' cinquièmes que doit renfermer l’équation 

prOpOSCe. 
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On voit par-là ce qu’il y a à dire sur les degrés 
plus élevés. 

Ceux qui désireront plus de détails sur cette 
matière , peuvent consulter les Alem. de l Acad, 
des Scien 6 es , ann. 1762 et 176.6 , où l’on trou- 
vera , en même temps , plusieurs classes d’é- 
quations qui admettent une résolution algébrique 
facile , ainsi qu’une autre méthode déduite de 
celle que nous venons d’exposer , et qui simpli- 
fie le travail dans les équations , dont l’exposant 
n’est pas un nombre premier. 

217. Notre méthode suppose comme on le 
voit , qu’on puisse toujours avoir toutes les ra- 
cines de l’équation à deux termes , yn — 1 =0. 
Or c’est ce qui ne souffre aucune difficulté , 
puisqu’en ayant toujours au moj,ns une , par une 
simple extraction de la racine du degré n , 
c’est-à-dire , ayant toujours y — 1 , lorsque n 
est impair , et y = 1 , y = — 1 , lorsque n est 
pair , la difficulté d’avoir les autres , est tout 
au plus de résoudre une équation du degré n — 1 , 
ce qu’on est censé, savoir déjà , lorsqu’on passe 
à la résolution d’une équation générale du degré n. 
Mais la difficulté n’est pas même de ce degré ; 

■ ... n — r t 

elle n’est en général , que du degré T"\ lorsque 

n — a 

n est impair , et du degré 1 lorsque/zest pair; 
parce qu’après avoir divisé l’équation yn — % 
par sa racine y — 1 lorsque n est impair , ou par 
(y — •i)x(yti), c’est-à-dire , par y 1 — i 
lorsque n est pair , le quotient , ou l’équation 
qui doit donner les autres racines sera toujours 
de cette forme y\ 4- y k -' 4- y... -j-y -3 4- etc... 
.+ 1=0 , h étant un nombre pair. Or cette* 
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équation est décomposable en un nombre T cia 
facteurs du second degré , tels quej/ 1 -f- hy -\- i ; 
et l’équation qui donnera h , ne montera jamais 
k 

qu’au degre “T. Je ne m’arrête pas à démontrer 
en détail cette demiere proposition ; on s’en 
assurera en prenant , par exemple , pour 
J / 8 + y 7 + y 6 + y 7 + y* + y’ -J* y' + y + i , une 

Î uantité telle que y 4 + ay 5 + by * + cy' *J- dy z 
ey + i , la multipliant par y 1 + hy + i , et 
égalant le produit , terme à terme ï y* + y 7 + etc. 
on aura des équations dont il sera facile de ti- 
rer a , b , c , a , e , et l’équation en h , sera du 
quatrième degré. Voyez , pour la démonstration 
générale , le tome VI des Mém. de Petersbourg. 

Des Diviseurs commensurables des Equations* 

. a 1 8. On voit , par ce qui précède , que l’ex- 
pression générale des racines des équations étant 
un composé de radicaux de différents degrés et 
différemment mêlés entr’eux , il peut très-bien 
arriver que quoique la valeur d’une ou de plu- 
sieurs racines soit un nombre incommensurable , 
néanmoins , elle se présente sous une forme in- 
commensurable ; et c’est ce qui arrive en effet * 
dans le troisième et le quatrième degré , et qui 
arrivera , plus que probablement , dans les au- 
tres degrés. Il est donc utile d’avoir une méthode 
pour trouver ces diviseurs commensurables , lors- 
qu’il y en a. 

Comme le dernier terme d’une équation 
est le produit de toutes les racines (180) , aucun 
nombre ne peut donc être la valeur commensurable 
de x dans une équation, qu’autaat qu’il sera div*s 
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seur exact du dernier terme. On pourroit donc 
prendre successivement tous les diviseurs dudernier 
terme , et les substituer successivement tant en + 
qu'en — , ( car x peut avoir aussi-bien des Valeurs 
négatives comme des positives), au lieu de x dans 
l’équation : alors le diviseur qui , substitué ainsi , 
réduiroit toute l’équation à zéro , seroit la valeur 
de x. Bien entendu , que nous supposons ici , 
qu’on a fait passer tous les termes de l’équation 
dans un seul membre. 

Mais cette opération seroit souvent très-longue; 
nous allons faire voir à quel caractère on distingue 
ceux qu’on doit admettre et ceux qu on doit re- 
jeter ; mais auparavant , il faut exposer comment 
en trouve tous les diviseurs d’un nombre. 

219. Pour trouver tous les diviseurs d’un 
nombre , il faut le diviser successivement par les 
nombres premiers par lesquels il pourra être divisé, 
en commençant par les plus simples, et continuer 
de diviser par le même nombre tant que cela se 

Î tourra. Alors on écrit à part et sur une même 
igné tous ces nombres premiers, et chacun autant 
de fois qu’il a pu diviser. On les multiplie ensuite, 
deux à deux , trois à trois , quatre à quatre , etc. 
ces produits et les nombres premiers qu’on a 
trouvés , et l’unité , forment tous les diviseurs 
cherchés. 


Par exemple , veut-on avoir tous les diviseurs de 6a. 

Je divise 60 par 2, ce qui me donne 3o ; je divise 3 opar 
2 , ce-qui me donne li» ; jedivise iô par 3 , ce quime donne 
5 ; enfin, je divise 6 par 5 , ce qui me donne i. Ainsi les 
diviseurs premiers sont 2,2, 3 , 5 ; je les multiplie deux 
à deux, ce qui me donne 4 , 6 , 10 , 6 , 10 , i 5 . 

Je les multiplie trois à trois, et j’ai, 12, 20, 3 ®, 3 oj 
enfin , les multipliant quatre à quatre , j’ai 60. 
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Rassemblant tons ses diviseurs, en rejetant cependant 
ceux qui se trouvent répétés , j’ai , en y comprenant 
l’unité qui est diviseur de tout nombre, 

i, 2 , 3, 4 ) ^ ^ i io, ra, [5 , 20 , 3o , do* 

220. Supposons maintenant qu’on veut avoir 
les diviseurs commensurables cl’une équation , 
lorsqu’elle en a. Par exemple , d’une équation du 
quatrième degré , représentée généralement par 
x * -f- px* •+■ q x* 4 - y x - 4 - s =j o* Représentons 
ce diviseur par x + a ; alors l’équation proposée 
peut donc (i 83 ) être considérée comme ayant été 
formée de la multiplication de .x- 4- a par un fac- 
teur du troisième degré , tel que x 1 -f- k x 1 -f- m 
x + rr, multiplions donc ces deux facteurs l’un 
par l’autre ; nous aurons 
. x* + A + rn x" 1 4* n x + a n -2 o 
*)- « x ! + alx* -f Æfflx, 

’ qui devant être la même chose qhe x* -f- p x' -p 
gx' + rx + s~ o, d onne l®s : éqUàtions suivantes , 
A-p<i = p, m+û k — q , n à m *= r , a n 
■ s r — n , q — m 

a s , ou n ’ a " j 771 a i * ~ 

- p — k ‘ • ' 1 ■ ' ‘ '< I ! • 1 . - 

t = - . 

• a '■ ■ '!> • •! 

Supposons donc maintenant qu’ayant pris pouf 
a un des diviseuüs du dernier terme, je veux savoif 

s’il peut être admis; les équations n — ~ fl ~ m ==? 
- — etc. me disent; divisez Je dernier terme 

CL 

, r a . 

de 1 équation par ce diviseur; retranchez le quo- 
tient, du coefficient de x , et divisez le reste par 
ce même diviseur; retranchez ce second quotient 
du coefficient de x 1 , et divisez le reste , encore , 
parlemêmediYiseux; etcontuiu«z,toujows de même 

jusqu’à 
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filîqti’k ce que vous soyez arrivé au coefficient du 
Second terme de l’équation, pour lequel vous devez* 
trouver i pour quotient. Si le diviseur que vous 
avez pris , satisfait à toutes ces divisions , il peut 
sûrement être pris pour a ; mais si l’une seulement 
de ces divisions ne peut être faite exactement, 1# 
nombre que vous avez choisi doit être rejeté. 

Comme l’unité est toujours diviseur de tout 
nombre , il .est visible qu’il faudra aussi tentet 
l’unité , tant en 4. qu’en — ; mais oa aura plutôt 
fait pour celle-ci de [examiner en substituant suc- . 
cessivement + x et — i au Heu de dans l’équa- 
tion : substitution qui est très-facile, puisque toute 
puissance de 4. 1 est -f 1 , et que toute puissance 
paire de — 1 est 4- 1 , et toute puissance impaire, 

* — 1. Si ni l’une ni l’autre de ces substitutions ne 
donnent o pour résultat , alors a ne peut être ni 
4- 1 ni — 1. 

Cela posé , voici comment on procédera à 
l’examen de tous les diviseurs du dernier terme , 
feutres que l’unité. 

f Supposons qu’on demande si l'équation x* — 9 x * 4 - 23 x* 

*— zo x 4* i 5 = o, a quelque diviseur commensurable ; jé 
cherche les diviseurs du dernier ternie 15 , autres qua 
l’unité ; les ayant trouvés , je les écris par ordre de gran- 
deur , ( en les prenant tant en 4“ qu’en moins ) coinma 
■on le voit ici a la première ligne des nombres : 

x 4 — 9 -t- 23 x 1 — 20 x -j- 16 s= o. 

Diviseurs de i5 . . . . -f i5, 4- 5 , + 3, — 3, — 5, — *5 
4 - t , + 3, + 5 , — 6 ,— 3 ,— 1 
*“ 1 ** j — «3 j — zb, — 16,— 17,— 19 
4- 5 

_' 6 _ 

^ 3 

4* 1 

de divise le dernier termë 4 ih par chacun des nombre? 
fflarint. Algèbre* . O 
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rie la première ligne, et j’écris le quotient, pour second» 
ligne. ’ 

Je retranche chaque terme de la seconde ligne du 
coefficient de x , c’est-à-dire , de — ao , et j’écris les 
restes pour la troisième ligne. 

Je divise chaque, tetme de celle-ci par le terme corres- 
pondant île la première ligne, et à mesure que je trouve 
un quotient exact , je l’écris. Ici je n’en trouve qu’un , 
savoir 6 j ainsi je suis sûr qu’il ne peut y avoir qu’un 
diviseur commensurable. Mais, soit qu’il n’y ait qu’un 
quotient exact , soit qu’il y en ait plusieurs , on conti- 
nuera en cette manière. 

Je retranche chaque quotient, du coefficient a3 de x\ 
et j’écris les Testes pour cinquième ligne j c'est ici 18. 

Je divise, de même que ci-devant , chacun de ces restes 
par le terme correspondant de la première ligne, et j’écris 
chaque quotient au-dessous ; c’est ici — 6. 

Je retranche chacun de ces nouveaux quotiens , du 
coefficient — 9 de x J ; j J écris les restes au-dessous j c’est 
ioi — 3. ; 

Enfin je divise ceux-ci , encore par le terme corres- 
pondant de la premiers suite. Je trouve pour quotient 
+ 1 » d’où je conclus que le terme correspondant — 3 , 
ije la première ligne est a ; et que par conséquent le 
diviseur x -j- a , est x — 3 ; c’est-à-dire , que x — 3 divise 
l’équation ; donc x — 3 est la valeur conimensu rablc 
de x dans l’équation proposée. 

Non seulement , par* cette méthode , oii 
trouve le diviseur de 1 équation , mais on trouve 
encore lü quotient. Il n’y a qu’à prendre dans 
la colonne qui a satisfait , les nombres qui «e 
trouvent sur les lignes de numéro pair à compter 
'de la première 3 ces nombres formeront le der- 
nier terme , et les coefficients successifs de x , 
X* , r 5 , etc. dans le second facteur de l’équation. 
Ici , par exemple , on trouve — 5 , -1-5 , 
“6+1; ]’en conclus que le second facteur 
est ix* 5 — 6x l — f- 5x — ■ 5 , ou xr 5 — 6xc* 
4- Sx — 5 ; en sorte que l’équation proposée est 
le produit de x * — 3 par — 6x z -f- r jx — 5. 
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Nous prendions pour second exemnle , l’équa 
tion suivante x * - 4 - 2x'~ — 'Six - 4 - 14—0. 

( Diviseur de 14 . . 14, +7 , 2 , — 2 , — 7, — 14 

~h 1 , 4-2 , - 4 - 7, ■ 7 , 2, 1 

— 34, — 35, — 40, — 26, — 3i, — ;*z 
— 5, — 20, 4- 1 3 , 

+ 7 , + 22 , — II. 

> + 1 , 4 - 11 , 

En opérant comme dans l’exemple précédent J 
©n ne trouve que les diviseurs 7 et 2 , qui sou- 
tiennent l’épreuve jusqu’à la demiere ligne ; mais 
le second , c’est-à-dire , 2 , ne peut satisfaire ,* 
parce que le dernier quotient qu’il donne , 
est 1 1 , au lieu qu’il doit être 1. Ainsi il n’y a 
qu’un diviseur commensurable , et c’est x + 7. 

22 t. Cette méthode s’applique également' 
aux équations littérales ; si elles ont le même 
nombre de, dimensions dans chaque terme , alors 
on n écrira en première ligne , que ceüx des di- 
viseurs du dernier terme de l’équation qui ne sont 
que d’une dimension. Si le nombre des dimen- 
sions de chaque terme n’est pas le même , oit 
le rendra tel en introduisant une lettre dont 
les puissances complettent ce nombre de di- 
mensions. 

Quand le nombre des dimensions est le même 
«dans chaque terme d’une équation, 011 dit alors 
que l’équation est homogène. 

222. Nous avons supposé que le premier terme 
n’avoit auciui coefficient ; s'il en avoit un , le 
diviseur , au lieu d cire simplement x- -f- a , 
seroit en général mx -4- a ; et m seroit quel- 
qu’un des facteurs du coefficient du premier terme. 
Alors si l’on vouloir faire usage., de la méthode 

O 2 
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précédente , il fauclroit pour chaque facteur , ait 
lieu de la seconde ligne , employer cette seconda 
ligne multipliée par m ; au lieu de la quatrième , 
employer cette quatrième multipliée par m , et 
ainsi de suite , et n’admettre pour a que les 
termes de la première qui auroient pour corres- 
pondants dans la derniere , le second facteur 
idu premier terme de l’équation propice ; mais 
il suffira de prendre en + les nombres qne l'on 
essaiera pour m. Au reste , on peut ramener ce 
cas au précédent , en faisant évanouir ce coéffi- 
*cient , par la méthode donnée (191). 

22 3 . Lorsqu’une équation n’a pas de diviseur 
commensqrable du premier degré , elle peut 
néanmoins en avoir du second. On peut trouver 
ceux-ci par une méthode analogue à celle que 
nous venons d’exposer ; mais les calculs devien- 
aient très-longs. O11 aura aussi-tot fait en cette 
maniéré. Représentez ce facteur par x 2 -f- mx 
n ; mûltipliez-le par un autre facteur conve- 
nable pour produire une quantité du degré de 
l’équation proposée , c’est-a-dire , par un facteur 
du troisième degré , tel que jd -}- ax t -H bx + c , 
si l’équation proposée est du cinquième. Egalez 
le produit terme à terme avec l’équation. Vous 
aurez autant d’équations particulières que d’in- 
connues , a , b , c , m , n , etc. De ces équa- 
tions vous tirerez aisément les valeurs de a , b , c , 
que vous substituerez dans lçs équations restan- 
tes ; alors vous aurez deux équations qui ne ren- 
fermeront plus d’inconnues que m et n. Chassez 
m , par les réglés donnée (167) , et .cherchez 
les diviseurs commensurables de l’équation en n. 
Vous aurez la valeur de n , par le moyen de 
laquelle et de U valeur de m en n que veus au* 


Digitized by Google 



de Mathématiques. *rS 

rez en éliminant , vous déterminerez m , et par 
conséquent le facteur V + mx 4- n. 

On voit par-ià , comment on doit s’y prendr* 
pour trouver les facteurs commensurables des 3 e , 
4° , etc. degrés. 

De l'Extraction dos racines des quantités en 
partie comme nsarakies , et en parties incom- 
mensurables. 

224. Les équations qui se résolvent à la ma- 
niéré de celles du second degré (îyd) condui- 
sent à des expressions de cette forme 1 » 

3 

eu V 26 f i 5 1/3 , ou etc. Ces quantités peuvent 
souvent être ramenées à ne renfermer que des 
quantités rationnelles - et de simples radicaux 
quarrés , ou seulement des radicaux quarrés ; ou 
encore des radicaux quarrés , multipliés ou di- 
visés par un radical simple de même degré que 
le radical supérieur. Voyons comment on doit 
s’y prendre pour les quantités de la forme 

V C -f- vï). 

Je représente cette quantité par V m -+- V n , 
m et n étant deux inconues j'aurai donc 

l/C+VD V mt É n ; en quarrant , il 

vient C + 1/ D = m + 2)/ mn 4 - n Comme j’ai 
deux inconnues et une seule équation , je suis 
maître de déterminer l’une de ces inconnues 
par telles conditions qu^ je voudrois ; je puis donc 

supposer 2V mn=y / ü , et alors l’équation se 
réduit à C «= m -+- n ; je quarre la première de 
ces deux-ci, et la seconde j’ai 4 mn = D et m' 
f zmn + n 1 == C 1 , je retranche la première dg 

Û 3 
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■ |/*4 ac-+-V — + (gr— c y • donc. C =400» 
'V' D — j/ — ^ (. a ~ + ~ c y Ça — c ) 1 » oU ^ 
= — 4 («+cj l (a — cy — — 4<z 4- f- 8 a c 1 ', 

— 4c 4 ; donc C 1 — D =, 1 6a 1 c* -+■ 4a 4 — 8a* 

■+- 4 c 4 — + 8a 2 c 2 + 4c 4 ; donc 1 / C 1 — D 

— 2 Ç-a 1 + c 1 ) ; donc la formule devient alors 

V 2ac s ca 1 \c 1 \\/ 2 ac — a* — c a , c’est-à-dirc > 
"J/ ( a -t c ) 1 + \/ Ça — c) 1 **" — ■ 1 , nuise réduità 
Ca + c) + {a—c)V=n. 

Si au lieu de y/ C *$■ V D , on avoit .... 

Vc - l/DT au lieu de J/l C t i KO — D 
+ >/ IC — I J/C 1 — *D , on auroit . . . • . 

f/l-C + î K D — j/iC — ij/cCT. 

22 5 . Voyons - maintenant les quantités de la 
3 

forme \/ C + V 15 . Si l’on peut tirer exacte- 
ment la racine cubique de la quantité représen- 
tée par C + V D , cette racine ne peut être 

3 3 

qu’une quantité de cette forme m V A -+- V k. 
V' n. car si l’on supposoit qu’elle put renfermer' 
deux radicaux quarrés , le cube en renferme- 
roit deux aussi, ainsi qu’on peut le voir en cu- 
bant V g + y h. Mais on voit , par le même 
moyen , qu’elle peut renfermer un radical cube 
3 3 . _ 

tel que V k. Cela posé , faisons donc J/Ct l'D 

33 

= mV kW kl/ m nous aurons en cubant C-f-V 
D ==5 m 5 k -f- 3m l A ; "V n + 3m A n -+- A n 1/ n, 
e= m’ A H- 3 m A n -+- ( 3 m 2 A ■+■ A n ) V" ni 
égalant donc la partie rationnelle , à la partie irra- 
tionnelle , nous aurons V D =* ( 3 m* A -+- A n } 

O 4 
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V n. et C = m> k h- k n ; quarrant, la pre-’ 
miere équation et la Sfcconde , on aura . . . 
D = 9 m* A 1 n ~+- 6 m 2 k 1 n 2 -+- k 1 n 1 , e C 
C’ = m 6 k 2 -+- 6 m* k 2 n -f- 9 m 1 k 1 /z 2 ; retran- 
chant la première de ces deux équations de la 
seconde , on a C 1 — D = m 6 k 2 — 3 m + Æ 1 n + 
'3 m 2 k 1 n 1 — k* n ’ ou multipliant tout par k y 
C 2 k — D k =771° /c’ — 3 m ( 1 ' n + 3 m* jt’ 
k 1 n ; tirant la racine cubique , il vient 
3 

m 2 k — n k — \/ C 2 k — D k ; et par consé- 
quent m 2 — n = V (C 1 — D )k \ donc pour qu® 

k 

m — n soit rationnelle , et par conséquent , 
pour que C + V D ait une racine cubique , il 
faut que ( C* — D ) k soit un cube exact , ce que 
l’on peut toujours obtenir en prenant pour k un 
nombre convenable ; car k est absolument ar- 
bitraire , en sorte que si C 1 — est un cube par- 
fait , on fera k ?= 1 . Faisons donc pour abréger 
3 _ . 

V( C^-D)k 

- = p ■ nous aurons m 1 — n = p , et 

par conséquent n •— m 2 — p , substituant cette 
valeur dans l’équation C = /n ! l+3ml/!, il 
viendra , après les réductions faites 4 k m 3 
— 3 p k m — C eo. Afin donc que m et n 
soient rationnels , il faut que la valeur de m . , 
tirée de cette derniere équation soit rationnelle ; 
il faudra donc chercher les diviseurs commen- 
surables de cette équation ( 220 ) , qui no 
peut manquer d’en avoir , si m et n peuvent 
être rationnels , c est-à-dire , si la quantité pro- 
posée est susceptible d’une racine cubique de la 
33 

forme mVkf\/kyiu 
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Prenons , pour exemple , la quantité ... ; 

P' 20 1* 14 V' 2 , nous avons donc ici C zz 20 , 
T/D = 14 V 2 , et par conséquent C"‘ = 4°o 
fet D s=s 392 , donc C 1 — D « 8 ; cest-'a-dire 
un cube : je puis donc faire A = t. Cela posé , 

3 

|/(C * — D)A 

3 3 

j’aurai donc l =V 8.x 1 85=2; 

et par conséquent aussi p 53 2. Lequatioft 4 Am* 

— 3 p k m — Cj=i o, deviendra donc 4 m’ 

— 6 m = 2 o — o , ou en divisant par 2 ,*2 m 1 — • 
3m — 10 = o. Je fais maintenant , ma y 

, a 

0 

jiour faire disparoître ( 191 ) le coefficient du 
premier terme , et j’ai , toute réduction faite , 
y 5 — 6 y — 40 ça o , qui (2 20) â pour diviseur „ 
commensurable y — 4 ; donc y =3 4 ; et par con- 
séquent m s. 2 ; or l’équation n 53 m 2 — p , 
donne n t=4 — 2 s a ; donc . . « 

3 

20 +l4T/2!=; 2 -f V 2. 

Prenons , pour second exemple , la quantité 
\/ 5a -+- 3o V 3. 

Ici nous avons C :=s 52 ,Vd= 3 oT / 3; par 
conséquent CC =3 2704 , D 53 27O0 p donc 
CC — D s 4 ; donc pour que ( CC — D ) A 
devienne un cube, il faut supposer A 33 2 ; et alors 

3 _ 3 

P / (CC — D) A ou p , devient V 8 , a 1 i 1 e- 

• A 3 

quation 4 A m J — Z p km — C =3 o devient donc 
8m ! — 6m — 52 =o; faisant 2 m :=: y , on a 
y 1 — 3 J — 5a =3 o qui a pour divis.eur com- 
mensurable y — 4 ; donc ya 4 et par couse 
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quent m sa 2 , d'ailleurs l’équation /z — m* — p.' 
d6nne ./z — 4 — x s 3 . Ayant donc zzz 2 * 

3_J 

n ;=! 3 k z=3 2 , on aura )/ 62 + 3 o J/ 3 .... 

3 3 

•zz 2 y 2 V 2 y 3 . 

On voit à présent comment on doit se conduire 
pour les quantités plus élevées. 

< • 

De ta manière d'approcher des racines des 
Equations composées. 


126. La méthode que nous allons exposer pour 
approcher de la valeur de l’inconnue dans les équa- 
tions , suppose qu’on ait déjà une valeur de cette 
racine approchée seulement jusqu’à 3 a dixième 
partie près. Voyons donc comment on peut se 
procurer cette première valeur. Prenons pour 
exemple , l’équation — 5 x -f 6 = o. 

Je substitue dans cette équation, au lieu de x, plusieurs 
nombres tant positifs que négatifs , jusqu’à ce que deux 
substitutions consécutives me donnent deux résultats de 
signes contraires. Lorsque j’en ai rencontre doux de cette 
qualité ,• je conclus que la valeur de x est entre les deux 
nombres qui , substitués au lieu de x , ont donné ces 
d>euk résultats , en sorte que si ces deux nombres ne dif- 
fèrent l’un de l’autre que de la dixième partie ou moins 
de la dixième partie de l’un d entr’eux, j’ai la valeur appro- 
chée que je cherche , en prenant l’un ou l’autre , ou un 
milieu entr’eux. 

Mais s’ils, diffèrent d’avantage , alors j’opère comme on 
va le voir. 


Je substitue dans l’équation x 5 — b x 4. 6 = 0 , les 
nombres o , 1 , 2 , 3 , 4 , etc. mais je m’apperçois bientôt 
qu’ijs donnent tous des résultats positifs , et que cela 
iroit toujours oie même à l'infini. C’est pourquoi je subs- 
titue les .nombres o — 1, — 2 , — 3j etc. cc qui nw 
donne les' résultats suivaas. j 
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Substitutions. B.esub-'ts. 

o 4 - 6 

— — î. 1 -p 10 

» • • — 2 4 " *8 


Je m’arrête' donc à ces deux derniers , et je conclus qu<? 
l’une des racines est entre — 2 et — 3 . Mais comme ces 
nombres diffèrent de i , qui est plus grand que la dixiéme 

E artie de chacun , je prends unmilieuentrelesdeux nom- 
res , c’est-à-dire , que je prends la moitié — 2 , 6 de 
leur somme — 5. Je substitue — 2 , 5 , au lieu dex dans 
l'équation , et je trouve pour résultat -p 2,876 , c’est-à- 
dire, une quantité positive; je conclus donc que la racine» 

est entre 2 t 6 et 3 . 

Je prends un milieu entre —2,6 — 3 ; c’est — 2,7, 
en négligeant au-delà des dixièmes. 

Je substitue — 2 -, 7 dans l’équation , au lieu de x , je 
trouve pour résultat — o,i 83 , c’est-à-dire, une quantité 
négative. Donc puisque — 2^5 a donné un résultat positif , 
et que — 2,7 en donne un négatif , la valeur dex est entre 
~ 2,6 et — 2,7; or ces deux nombres ne diffèrent que de 
c,2 qui est plus petit que le dixième de chacun d’eux ; 
donc la valeur de x est ( enprenant un milieu entre eux ) 
— 2,6 à moins d’un dixiéme prés. 

Ayant ainsi trouvé un nombre qui ne diffère pas de x, 
d’un dixiéme (le la valeur de cette même quantité , je 
supposexégal à ce nombre plus une nouvelle inconnue 
c’est-à-dire ici , je suppose x = — 2,6+ $■ , et je substitua 
cette quantitéau lieu de x, dans l’équation ; mais comme ^ 
est tout au plus un dixiéme de la quantité 2,6 ; que par- 
conséquent son quarré sera tout au plus la centième par- 
tieduquarrédeceIui-ci;son cube tout au plus lamilliéme 
partie du cube de celui-ci, et ainsi de suite, je néglige 
dans cette substitution , toutes les puissances de ^au-des- 
sus de la première ; et afin de ne pas faire de calculs inu- 
tiles, je n'admets dans la formation du cube de 2,6-f -J 

( et des autres puissances, s’il y en avoit) que les deux 
premiers termes que doit donner la règle donnée (149)* 
Pour substituer avecordre, j’écriscomme onlevoit ici; 
x5 = (-2,64- ? ) ! = (- 2,6 )» +3 (-2,6)\j 
— 6x=— 6( — 2,6) — 67 
X 0 = 4- 6. ■ * 

’ t 
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Réunissant donc , j’aurai pour le résultat de la substitu- 
tion ,( — 2,6 ) J + 3 ( — 2,6 y . 6.( — 2,6 )— 6 \ +6 — o, 

ou, enfaisant les opérations.indiquécs , et les réductions , 


16,28 1 + 1,424 *=o ; d’où je tire j 


1,424 » 

16,28 


qui , en réduisant en décimales, donne j — — c,oç ; 
quantité dans laquelle je ne pousse la division que jus- 

Î [u'à un chiffre significatif seulement. En général , il ne 
aut la pousser , que jusqu'à autant de chiffres significa- 
tif , ( y compris le premier qu’on trouve ) qu’il y a da 
places entse celui-ci et . le premier chiffre de la première 
valeur approchée de x ; ici entre 9 ( qui est le premier 
chiffre significatif du quotient 0,09 ) et 2 ( qui est le pre- 
mier chiifre dc2,6 , ) première valeur approchée de x , 
il n’y a qu'une place j c’est pourquoi je m’arrête au pre- 
mier chiffre significatif 9. 

La valeur de x , savoir x *=* — 2,6 + j , devient donc 
X — — 2,6 — 0,09 , c’est-à-dire , x *= — 2,69. 

Pour avoir cette valeur de x plus exactement, je suppose 
actuellement x = — 2,69 + t ; 

J’aurai donc x 5 = ( — 2,69 ) * + 3 ( — 2,69 ) 2 . t 
— 5 x = — 6 ( — 2, 69 ) — 1 
+ 6 = + 6 

Ht par conséquent, après les opérations fai tes — o,c 16 109 

+ 16,7083 t *= 0 ; d où je tire t = — ^fqm revient 

16,7083 

> 1* 0,000904. • 

La valeur de x , savoir x = — 2,69 d t , devient donc 

X =3 2,69 + 0 ,CC 0904 =3 2,689096. 

Si l’on veut pousser plus loin, on fera 

x 33 2,689096 t u , et on se conduira de la même 

manière. 


Prenons , pour second exemple , l’équation 
x * , — 4*-* — 3 x f 27 = o. 

En s’y prenant comme ci-dessus , on trouvera 
qup la valeur de x , approchée a moins d’un 
dixième près , est .2., 3 . 

Je fais donc x =3 2 , 3 + £. J’aurai en substi- 
tuant et négligeant £ , , etc. 
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= ( 2 , 3 )^ 4 (a, 3 )',î 
“~ 4 *'= — 4 ( 2,3 )’ — ( 2,3 y i 

— — 3 (2 , 3 ; — 3 1 
. -*-27— f 2 7 

Donc , toute réduction faite ; — o , 5839 — 17,' 

r> • 0,6*2 Q 

812 ^33 o et par conséquent ^ sa 7^— =• — o 

o 3 ; jeme borne aux centièmes, parla même raison 
que ei-dessus. La valeur de x est donc JC33 2 7 
3 — o,o 3 — 2,27. 

Pour approcher davantage , je faisx— 2, 27+/,’ 
et substituant , j’aurai. 

* + — (a > 27 ) + + 4 ( 2 , 27 )'r 
—4^=3 —4 (2,2-7)’— 12 (2,27)* / 

— 3 *r ;=s — ■ 3 (2,27) — 3 r 
+ 27= +27 

Donc , toute réduction faite , — ©,04595359 

— 1 8,046468/33 o : d’où l’on tire / =3 — —5’— 

r i8^>4<5-+68 

33 — o,o ®25 , et par conséquent x =3 2,2675. 

Réflexions sur la Méthode precedente. 

227. La méthode que nous .venons d’exposer^ 
et qui est due à Newton , exige , comme on 
vient de le voir , que l’on trouve deux nombres 
qui , substitués dans l’équation , donuent deux 
résultats dont l’un soit positif , l’autre négatif» 
îslbus avons dit qu’il y auroit toujours une racine «.1er 
l’équation qui seroit comprise eutre les deux 
nombres qui ont donné ces deux résultats ; et 
cela est facile à voir. •'Car si l’on suppose que la 
plus petite valeur de *• soit représentée par a , 
«t que celle qui est immédiatement plus grande , 
$oit b t en sorts que x — a et x— f soient deux façjr 
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leurs de l’e'quation , il est visible que sî au lictÉ 
de x on substitue uu nombre positif plus petit 
que a,x — a devient négatif. Et si l'on substitue 
un nombre positif plus grand que a mais plus 
petit que b, x — a deviendra positif; et le produit 
des autres facteurs sera de même signe que dans 
le prince cas ; donc puisqu’il n’y a que le fac- 
teur x — a qui a changé de signe, alors le produit 
total changera sûrement de signe. On démontre- 
xoit la môme chose , si le plus petit facteur , au 
lieu d etre x — a , étoit x - 4 - a , mais en substi- 
tuant des nombres négatifs. 

Mais ne petit-il pas arriver qu’il n’y ait aucune 
valeur réelle , soit positive , soit négative , qui 
substituée pour x , donne deux résultats de signe 
contraire ? 

Cela peut arriver dans trois cas : r? Lorsque 
les racines sont égales deux à deux , quatre à 
quatre , etc. 

20 *Lorsquc toutes lés racines sont imaginaires. 

40. Lorsqu’elles sont en partie imaginaires et en 
partie égales deux à deux. * 

Par exemple ; une équation qui seroit formée 
de cès quatre facteurs x— a, x — a,x—b , x — b 1 
c’est-à-dire , l’équation (x — fl)* X (x— b ) 1 zs o > 
ne change jamais de signe , quelque valeur qu’on 
mette pour x , soit positive , soit négative. En 
effet, soit que x — a soit positif, soit qu’il soil 
négatif , son quarré est toujours positif. Il en est 
de même de x — b. 

• Quant au cas oit toutes les racines sont ima- 
ginaires , il est évident rjli’il n’y a aucuns nom- 
bres réels à substituer pour x qui puissent donner • 
deux résultats de signes contraires ; car si cela 
'arrivoit , la valeur de x seroit dont eutre ce§ 
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deux nombres réels : elle seroit donc réelle ; ce 
qui est contre la supposition. 

Enfin le troisième cas suit immédiatement des 
deux que nous venons d’examiner. 

Que doit-on donc faire alors , pour avoir les ra* 
cines î C’est ce que nous allons examiner. 

De la maniéré d’avoir les racines égales des 
Equations. 

228. Pour avoir les racines égales qu'une équa- 
tions’ peut renfermer , multiplie-^ chaque terme par 
l’exposant de x da ns ce même terme , et diminue £ 
cet exposant d’une unité , vous aureq_ une nouvelle 
équation. Cherche £ le plus grand commun diviseur 
entre cette derniere et l'équation proposée , il sera 
composé des racines égales de celle-ci, mais élevées 
d’une puissance moindre d'une unité. 

Par exemple , l’équation. 

x*' — 2ax3+a*x’ — •= o 
— 2 bx } -{*4a£x 5 — lab * x 

■fé’x 1 

«st le produit de (x — a) 7 par ( x — F) 7 

Si vous multipliez chaque terme par l’ex- 
posant de x , et si vous diminuez l’exposant , 
d’une unité , vous aurez , en faisant attention 
fpue l’exposant de x dans le dernier terme , est- 

-zéro , . . 

4*’ — 6ax t +2a 7 x — 2 a'bzz 0 , équation dont 
— 6bx 7J c%abx—2ab* 

+2i’jf 

Je diviseur commun avec l’équation proposée ; 
«st x 1 — ax + ab , — bx qui n’est autre chose que 

— a) (x — b) dans lequel on voit les mêmes' Fac- 
^eurs que dans (x — + (x-— Q* , avec cette dif- 


* 
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que terme , paf ^exposant de‘a- , viras trouverez? 
de mémo par le calcul , que ieixésultat n’est aütrè 
chose que m ( x b )«*—* X;( x + > d )„ +• ■ n ■ 
(.ï| J)» X f.r f )» — 11 dont le ccimraun dix 
viseur avec (x J e b )m x ( xL di)n est ( xi' b )m~n xj 
( x + d Y — “i et ainsi de suites quel que soit le 
nombre des facteurs x f x' -ï. d -, etc# ! 

, f . r 1 I • i .* * • (| 

* i 

De la maniéré d'avoir les Racines imaginaires des 
Equations . 

229. Quoique les racines imaginaires des équa- 
tions , soient susceptibles de bien de formes dif- 
ferentes "selon, le degré de l’équation , néanmoins 
on peut les ramener toutes à cette forme xr-airb 
ï/~^T , a et b étant de quantités réelles positives 
ou négatives. La démonstration rigoureuse de 
cette proposition nous meneroit trop loin : on 
la trouvera dans les Mém. de l Acad, de Berlin , 
an. 174 6 , où M. d’Alembert , Auteur de cette 
démonstration , fait voir qu’en même-temps qu’une 
des valeurs de .y peut être représentée par a + b 
V — 1 , il y en a une autre qui doit être expri- 
mée par a — b V — 1 ;. d’où il suit t.° , qu’il 11’y 
a que les équations de degrés pairs pui puissent 
avoir toutes leurs racines imaginaires. 

2.° Qu’une équation qui a toutes scs racines 
imaginaires , est décomposable en facteurs du 
second degré de cette forme ( x — a — b \/ — QX 
(x—a+bV — 1 ) : c’est-à-dire , en facteurs réels 
du second degré ; puisqu’en faisant la multiplica- 
tion , on a x'j — 2ax 'b aa -+- bb ; quantité où il 
1,1 ’y à plus d’imaginaires. Donc , lorsqu’une équa- 
tion a toutes ses racines imaginaires , si l’on 
cherche à la décomposer en facteurs du second 
Marine. Algèbre. P 
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degré tels que x' ■+* gx ■+• h , [ce que l’on fer* 
de la maniéré qui a été indiquée (228) ] , l’é- 
quation en h aura sûrement quelques racines 
réelles ; donc on pourra toujours avoir ces ra- 
cines , au moins par approximation. Donc , dans 
quelques équations que ce soit , on peut toujours 
avoir les racines , soit réelles , soit imaginaires, au 
moins par approximation. 
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SECONDE SECTION. 

f 

Dans laquelle onapplique V Algèbre à l' Arithmétiqut 
et à la Géométrie. 

2&o. D K n s le petit nombre d’applications que 
nous avons données dans la Section précédente , 
ton a dû remarquer que lorsqu’une fots une ques- 
tion a été mise en équation , ce qui reste k 
faire pour parvenir à la résolution , est uniformes 
pour toutes les questions du même degré. Tout 
se réduit à dégager l’inconnue ou les inconnues; 
et cela se fait par des réglés qui sont toujours 
les mêmes , quelque différentes que puissent 
être d’ailleurs les quantités que l’on a à consi- 
dérer dans chaque question , et quelque diffé- 
rentes que soient elles- mêmes ces questions > 
pourvu qu’elles soient du même degré. 

Ces réglés dispensent de beaucoup de raisôft- 
iiements qu’on auroit à faire si l’on vouloit se pa$- 
sef du secours des équations ; raisonnements 
qui , indépendamment de leur nombre , seroient 
encore souvent par leur nature , au-dessus des 
efforts -ordinaires de 1 esprit. 

Nous avons fait pressentir aussi , par quelques 
exemples , combien il étoit avantageux de re- 
présenter , par . des signes généraux , chacuhë 
des quantités qui entrent dans une question , 
ainsi que lès opérations que l’on a à faiirë sÜÉ 
elles ; mais indépendamment des avantages què 
nous avons vu devoir résulter de cette méthode , 

P a 
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il en est encore un grand nombre d’autres que 
nous allons faire connoître en présentant les équa- 
tions sous un point de vue plus étendu que nous 
ne l’avons fait jusqu’ici. 

Lorsque l’on a représenté d’une maniéré gé- 
nérale chacune des quantités , soit connues, soit 
inconnues , qui entrent dans une question, et que 
l’on a exprimé, par des équations, toutes les condi- 
tions qu’elle renferme, on peut alors abandonner 
totalement de vue la question, pour s’occuper unique- 
ment de ces équations et de l’application des règles 
qui leur conviennent. Alors si l’on a bien présent 
à l’esprit ce cpae l’on est convenud'entendre, soitpar 
les signes, soit par la disposition des lettres, chaque 
équation devient comme un livre où l’on peut 
lira , avec plus de facilité , les différens rapports 
qui lient les quantités les unes aux autres. Onpeut , 
par différentes applications des règles exposées 
dans la première section , donner à ces équations 
de nouvelles formes qui rendent encore ces rap- 
ports plus faciles à saisir. En un mot , on peut les 
considérer comme le depot des propriétés de ces 
quantités , et des solutions générales d un grand 
nombre de questions qu’on n’avoit point en vue , 
qu’on ne soupçonnoit pas même tenir de si près à 
la question principale. 

i . t ' 

En effet, puisque les règles qui servent à trouver 
les valeurs des inconnues , ont toutes pour objet de 
ramener chaque quantité inconnue à former seule 
le premier membre d’une équation dont le second 
seroit composé de toutes les autres quantités, et que 
ces règles sont évidemment applicables à chacune 
.des quantités qui entrent dans ces équations , il 
lest visible qu’on peut toujours , par ces mêmes 
règles , parvenir à avoir seule dans un membre , 
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l’une quelconque des quantités qui entrent clans une 
équation , et n’avoir que les autres clans le second 
membre. Alors on est dans le même cas que si 
l'on avoit eu' à résoudre la question où toutes’ ce& 
dernières seroient connues , et celle-là seule , in- 
connue. On voit donc qu’une même équation 
résout autant de questions différentes quelle ren- 
ferme de quantités différentes. Rendons cela sen- 
sible par des exemples. 

Propriétés générales des Progressions 
Arithmétiques. 

?3i. Nous avons vu ( Arith. 206 ) qu’un terme 
quelconque d’une progression arithmétique crois- 
sante étoit composé du premier , plus autant de 
fois la différence commune , qu’il y a de termes 
avant celui que l’on considère. 

Si donc on représente pàr a la valeur numé- 
rique du premier terme; par u , celle du terme 
dont d s’agit ; par d , la différence commune , ou 
la raison de la progression ; et enfin, par n , le 
nombre total des termes ; alors le nombre des 
termes qui précèdent le terme u , sera exprimé par 
n — t : et la proposition que nous venons de 
cite r , pouira se traduire, en langage algébrique, par 
cette équation; u r~=.a q- ( n — 1 ) , qui résout 

la question où connoissant la raison d d une pro- 
gression le nombre n des termes , et la valeur a 
du premier, on clcmanderoit quelle doit être la 
valeur du dernier u. 

Mais puisqu’il entre quatre quantités dans cette- 
équation , je dis quelle résout quatre questions v 
generales. En effet , 

1 ,° Si l’on regarde a , comme l’inconnue , et 

* P d 
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que l’on en cherche sa valeur , on suivra les règles 
de la première section, on aura a -=r-u — ( n — 1 ) J, 
qui nous apprend que le premier terme d’une 
progression arithmétique croissante se trouve en 
retranchant du dernier u , la différence d prise 
n — i fois , c’est-à-dire , la différence prise 
autant de fois de moins une qu’il y a de termes 
en tout. 

2. ° Si l’on regarde n comme l’inconnue , 

I équation u =s=s a-\- (n — i ) d , qui n’est autre 
chose que u -= a -+- n d — d , donne en trans- 
posant , n d — u — a + i , et en divisant , 

a — fl t d u. — a . , 

n = ^ = 2 — "+■ 1 5 < Î U1 m a p- 

prend que connoissant le premier tenue a , le der- 
» nier u et la raison d d’une progression arithmé- 
tique , je saurai combien il v a de termes , en , 
retranchant le premierdudernier, divisant le reste 
par la raison </, -et ajourant une unité au quotient. 
Par exemple , si je sais que le premier terme d’une 
progression est 5 . le dernier 3 7 , et la différence 2 ; 
de 07 , je retranche S , ce qui me donne '62 qui 
étant divisé par la différence 2 , donne 1 6 auquel 
ajoutant 1 , j'ai \y pour le nombre des termes de 
cette progression. 

3. ° Enfin , si je regarde d comme l'inconnue 
dans l’équation u — a + ( n — 1 ) d , j’aurai , 
en .transposant , ( n — 1 ) d — a — a , et en 

divisant par n — 1 , et ss - — ~ : qui m’ap- 
prend que pour connoître la différence qui doit 
régner dans une progression arithmétique dont le 
premier terme , le dernier et le nombre des termes 
sont connus, il faut retrancher le premier du der- 
nier, et diviser le reste par le nombre des termes 
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moins un. Cette règle revient à celle que nous 
avons donnée ( Arith. 209 ) pour trouver un 
nombre déterminé de moyennes proportionnelles 
entre deux quantités données. Nous avons dit qu’il 
falloit retrancher la plus petite de la plus grande , 
et diviser le reste par le nombre des moyennes aug- 
menté d’une unité, ce qui est évidemment la même 
chose, puisque le nombre des moyennes est moindre 
de deux unités que le nombre total des tenues de 
la progression. 

La seule équation u = 3 n + ( n — x ) d , 
nous donne donc la résolution de quatre questions 
générales; c’est-à-dire, nous metenétatde résoudre 
celle-ci qui les comprend toutes quatre : de ces 
quatre choses , le premier terme , le dernier , le 
nomtfte des termes et la différence d’une progrès- - 
sion arithmétique, trois quelconques étant connues, 
trouver la quatrième. 

2 32 . Toute autre propriété générale , énoncée 
aussi d’une manière générale , nous conduira par 
les mêmes moyens , à la résolution d autant de 
questions différentes qu’il entrera de quantités dans 
l’énoncé de cette propriété. 

T - . 5 

Par exemple , c’est encore une propriété des 
progressions arithmétiques, que pour avoir la somme 
de tous les termes de quelque progression arithmé- 
tique que ce soit , il faut ajouter le premier terme 
avec le dernier , et jnulùplier le résultat par la moitié 
du nombre des termes. 

Ainsi , pour avoir la somme des cent pre- 
miers termes de la progression 1. 8." 5 . 7 , 
etc. dont le centième est 199 ; au dernier 199 
î’ajouterois le premier terme 1 , et je mnlriplierois 
le résultat 200, par 5e , qui est la moitié de 100 , 

P 4 
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nombre des termes ce qui me donne iocoo pour 

la somme des cent premiers nombres impairs. 

-* Nous allons démontrer cette propriété , dans un 
instant : mais pour ne point perdre de vue notre 
objet, si eu conservant les mêmes dénominations 
que ci-devant, nous nommons, de plus, s la somme 
de tous les termes ; nous aurons pour la traduction 

algébrique de cettçpropriété (a + u ) x — — * 


Celte équation nous met en état de résoudre 
cette question générale qui en comprend quatre. 
V e c es quatre choses , le premier terme , le dernier , 
le nombre des termes , et la somme de tous les termes 
d’une progression arithmétique , trois étant connues , 
trouver la quatrième. 

Eh effet , r.° si l’on connoît a , u et n , f équa- 
tion donne immédiaten^nt la valeur de s. 2. 0 Si 
l’on connoît a , u et s ; pour avoir n , on chassera 
le diviseur 2 , et l'on aura 2 s — ( a + u ) X n 
-ou a ' + u ) X n 2 s ; èt en divisant par 

2, S 

a T u , n zz — , — . ; équation où n est connu , 

a ^ u 


puisqu’on suppose que Ion connoît les quantités a , 
u et s qui entrent dans* sa valeur. 3 .° et 4." Si 
l’on connoît a , s et n , ou u , s et n , et que 
l’on Veuille avoir w ou a <, on reprendra l’équation 

; chassant la fraction , 
on a 2 rts: (al«) .X n ; divisant par n ; U 


af a" d’où l’on tire u ;=*' — — 


qui satisfait à la première question, et ç ~ -p— u * 

- ' . I * - • ; • 1 <*• n 

•qui satisfait à fa seconde, t: ■ . . » 

D. montrons maintenant la propriété que nous 
.venons de supposée ; r.: . • . • ’ . r 




Diaitizëd bv 


T*p~m~ 


de Mathématiques. 233 
* 11 est évident que si nous continuons de repré- 
senter le premier ternie par a , et la différence 
par d, nous pouvons représenter toute progression 
arithmétique croissante par la suivante a + d 
. a f 2 d . à^Zd.a^^d.a^bd 
.a + 6 d , etc. Concevons que , sous cette pro- 
gression arithmétique , on fasse répondre terme 
pour terme , la même progression , mise dans un 
ordre renversé , on aura . 

■4* a. a + d. a + 2 d: a -f- 3 d. a + 4 d. a + 5 d. f 6 d. v 

►fa + 6 d. a + b d a ir 4 -d. a -r 3 d. a -f 2 d- a + d. a. 

Comme ces deux progressions sont égales, il est 
évident que la somme des terihes de l une des 
deux, est la moitié des deux réunies; or si l’on y 
fait attention , on voit que les deux termes corres- 
pondans font et doivent toujours faire une même 
somme , et que cette somme est celle du premier 
et du dernier terme de la première progression , 
réunis; donc la totalité des deux progressions se 
trouvera en ajoutant le premier et le dernier terme 
de l’une; et prenant ce résultat autant de fois qu il 
y a de termes; donc pour l’une seulement de ces 
deux progressions, il faudra ajouter le premier et 
le dernier, prendre ce résultat , seulement moitié 
autant de fois qu’il y a de termes , c’est-à-dire , le 
multiplier pâr la moitié du nombre des termes. 

233. Les lüiits questions générales que nous 
venons de résoudre, tiennent donc à deuxprincipes 
seulement , savoir , celui que nous avons énoncé 
(23 i), et celui que nous avons énoncé (232 ), 
et puisque leur résolution se tire immédiatement 
des deux équations qui sont la traduction algébrique 
de ces deux énoncés , eut voit comment , à l aide 
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de l’Algèbre, on peut faire découler d’une même 

source toutes les vérités qui en dépendent. 

Quoique ces propriétés ne soient pas toutes 
e'galeinent utiles , cependant comme elles sont 
simples, elles en sont d’autant plus propres à faire 
bien sentir l’usage des équations. C’est pourquoi 
nous continuerons d’exposer cet usage , en les 
prenant encore pour exemple. 

Dans ce que nous venons d’exposer, nous n’a- 
vons considéré qu’une seule équation à la fois. 
Maté si deux ou un plus grand nombre d’équations 
qui expriment des propriétés différentes de 
quelques quantités , se trouvent avoir quelques- 
unes de ces quantités qui leur soient communes , 
alors on peut encore en dériver un très-grand 
nombre d’autres propriétés, et cela avec une très- 
grande facilité. 

■ Par exemple, les deux équations fondamentales 
des progressions arithmétiques , savoir u — a -f- 

C n — i) d et s = ( a u )■ X ~ — ont 
trois quantités communes entr’elles , savoir a , u et n. 
Si l ’on prend successivement dans chacune de ces 
deux équations la valeur de l’une quelconque de 
ces trois quantités, et si on égale ensuite ces deux 
valeurs , on aura une nouvelle équation dans laquelle 
cette quantité ne sera plus , et qui exprimera le 
rapport que les quatre autres ont entr’elles, indé- 
pendamment de celle-là. Par exemple, si je prends 
dans chaque équation la valeur de a , j’aurai ces 
deux valeurs a — u — ( n — i) d , et 

a = — u ; donc en égalant , j’aurai u — 

( 71 1 ) d = — — - — u , équation de laquelle 

en considérant successivement u, n d et s comme 
inconnues , je tirerai comme ci-dessus , quatre 
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nouvelles propriétés générales des progressions 
arithmétiques. Par exemple , en regardant s comme 

. . .• . a n u — n. - (n — i ) i 

inconnue , je tirerai s — 

qui me donne le moyen de connoître la somme 
d’une progression arithmétique , par le moyen du 
dernier terme , de la différence et du nombre des 
termes , puisqu’il n’entre que ces trois quantités 
et des nombres connus , dans le second membre. 

Si au lieu de chasser ou d’éliminer a , nous 
eussions éliminé u ou n , nous aurions eu , de 
même , pour chaque élimination , une nouvelle 
équation qui auroit renfermé quatre des cinq quan- 
tités a,u n, d, sf et en considérant" successivement 
chacune de cesquatrequantités, comme inconnues, 
on tireroit de chaque nouvelle équation quatre 
nouvelles formules , qui sont «fUtant d’expressions 
différentes des quantités a,u,n, d, s; expressions 
dont chacune a son utilité particulière , selon que 
dans ia question qu’on proposera relativement aux 
progressions arithmétiques , on connoîtra telles ou 
telles de ces quantités. Par exemple , si l’on me 
demandoit la somme de tous les termes d’une, 
progression arithmétique , dont on me feroit 
connoître le premier , la différence et le nombre 
des termes ; alors comme le dernier terme m'est 
inconnu , j eliminerois u , et j’auroîs une équation 
qui ne renfermant plus que a , n , d et s , me 
feroit aisément connoître s. 

Concluons -delà que les deux équations 

« = n -f- (n — i ) d et s = (a + u ) X — 7- 

donnent la résolution de toutes les questions qu’on 
peut proposer sur les progressions arithmétiques , 
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lorsqu'on y ccnnoît immédiatement trois des cinq 

quantités a , u , n , J , s. 

Donnons ici quelques applications des progres- 
sions arithmétiques. 

234. Supposons qu’on demande combien la 
base d’une pile triangulaire de boulets dont le 
coté stroit de 6 , contiendroit de ces. boulets. 

. Il est facile de voir que le nombre des boulets 
de chaque bande parallèle au côté 6 ( Fig. 2 ) , 
va en diminuant continuellement de 1 et se ré- 
duit enfin à j. 2. 0 Que le nombre des bandes 
est 6. Donc il s’agit de trouver la somme des 
termes d’une progression arithmétique dont le 
premier est r , "le dernier 6 , et Je nombre des 
termes 6. J'ajoute donc le premier 1 avec le 
defnier 6 , et je multiplie le résultat 7 , par 3 
moitié du nombre des termes , ce qui me donne 2 1 
pour le nombre des boulets de la base de la pile. 

2 35 . Nous avons vu , en Géométrie , que pour 
avoir la surface d'un trapeze , il falloit ajouter les 
Jeu* côtes parallèles , et multiplier la moitié de 
leur somme , par la hauteur de ce trapez e. On 
peut démontrer cette même proposition par le 
principe que nous venons dé donner pour som- 
mer une progression arithmétique. En effet , on 
peut se représenter le trapeze À BDC ( Fig. 3 ) 
comme composé d’un nombre infini de trapèzes 
infiniment petits , tels que b c i h , c d k i. Or il 
est facile de voir qu’en supposant tous ces pe- 
tits trapèzes de même hauteur , chacun diflère 
4e son voisin toujours d’une même quantité > 
savoir , du petit parallélogramme c ef g , en ti- 
rant cf et bf parallèles à II k ; car gsli est égal 
à b g i h , et c dé est égal à b c g , ensorte que la 
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*rapefce c dki , a de plus que le trapeze b c h i , 
ie petit parallélogramme cef g , qui sera toujours 
de même, grandeur , tant qu’on supposera ces 
trapèzes de même hauteur. Cela étant , tous ces 
trapèzes forment donc une progression arithmé- 
tique dont le premier terme est le «trapeze con- 
tigu à AB , et le dernier est le trapeze contigu 
à CD ; donc pour avoir la totalité de ces tra- 
pèzes , ou la surface du trapeze ABDC , il faut 
prendre les deux petits trapèzes extrêmes et les 
multiplier par la moiiié du nombre de tous leè 
trapèzes ; mais comme on les suppose infiniment 
petits , on peut prendre à la place des deux tra- 
pèzes extrêmes , les deux lignes AB ec^ BD ; et 
pour le nombre des trapèzes , on peut pren- 
dre la hauteur 1H ; il faut donc multiplier la 
somme des doux lignes AB et CD , par la moitié 
de la hauteur IH , ou la moitié de la somme 
des deux lignes AB et CD , par la hauteur IH. 
D’où l’on voit que si AB est zéro , auquel cas 
le trapeze dégénéré en triangle , il faudra mul- 
tiplier la base de ce triangle , par la moitié de 
sa hauteur , ce qui s'accorde parfaitement avec 
ce que nous avons démontré hn Géométrie. 

i 

De la sommation des puissances des termes d’une 
progression àrithmétique quelconque. 

236. On vient de voir que> le principe de la 
sommation des termes d’une -progression arith- 
métique peut avoir quelques applications en 
Géométrie. Il en a encore dans plusieurs autres 
rencontres. Il est , par exemple la base de la 
sommation des quarrés des cubes etc. , des 
termes d’une progression arithmétique ; et • la 
sommation de. .ces puissances a aussi son utilité. 
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Nous allons nous en occuper un moment. Maii 
auparavant , il est à propos de faire observer 
que quand on se propose de sommer une suite 
de quantités qui croissent ou qui décroissent sui- 
vant une loi connue , l’objet est de déterminer 
la somme de ces quantités par la connoissance 
de quelques-unes d’entr elles , de leur nombre , 
et de la quantité qui marque la loi de leur aug- 
mentation ou de leur diminution. 

Pour résoudre cette question , on peut tou- 
jours , comme pour tout autre , faire usage du 
principe que nous avons donné ( 67 ). Mais 
comme ce principe suppose que si l’on connois- 
soit la quantité cherchée , on seroit en état de la 
vérifier, ce qui ne peut se faire sans connoître 
au moins quelques-unes de ses propriétés , es- 
sayons donc de trouver les propriétés des suites 
dès quarrés , des cubes , etc. , des nombres en 
progression arithmétique. 

Soient di ne a , b ,c, d , etc. plusieurs nombres 
en progression arithmétique , dont la différence 
scit r, On aura i.° b =2 a r , c —b -{-r, d = c 
+ r , e = à -f r. 

2. 0 En quarrant , on aura 

y = a 1 + 2 a r* + /*, 

c' = b x t 2 b r + r*, 

d 1 = y + .2 c r + /*, 

e' = d 1 + 2 d r + r\ 

3.° En cubant, on aura 

y =3 y + 3 o* r + 3 a r* + /■*, 

y z= y + 3 b' r + 3 b r' + r 1 , 

d* = c 1 + 3 c' r + 3 c r % r 1 , 

y d* f 3 d‘ r f Ü d r x jr r\ 
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Si l’on ajoute maintenant les équations des 
quarrés entr elles; et celle des cubes , aussi entr el- 
les , on aura , après avoir effacé les termes égaux 
et semblables qui se trouveront dans différens 
membres , 

i,°«’-a‘+ 2 «r + 2 b r + 2 c r \ 2 d r 

4 r l ou r’ 2r (s + i t c +■ d ) 

+ 4 r*; et l’on voit qu’en général si le nombre 
des quantités a , b , c , d , etc. étoit marqué par n ; 
que la derniere fut marquée par u , et la somme 
de toutes ces mêmes quantités par j/, on auroit 
u* = a 1 4- 2 r ( / — u ) ■+• ( n — 1 ) î 
car 2 r est multiplié par toutes les quantités a , b , 
c , etc. excepté la derniere , et r 1 est ajouté à lui- 
même, autant de fois qu’il y a d’équations, c'est-à- 
dire, autant de fois moins une qu’il y a de quantités 
« , b, c , etc. Or cette équation renfermant / , 
il est aisé d’en tirer la valeur de cette quantité , 
et par conséquent , l’expression ‘de la somme de * 
tous les termes d’une progression arithmétique. 

^ -a 1 — (n-i) r* 

Cette valeur de sr est / = ; 4. a. 

2. 0 Si l’on ajoute de même les équations des 
cubes , on aura , après avoir effacé les quantités 
semblables et égales qui se trouveront dans diffé- 
rens membres , 

e' = a» -f- 3 a' r + 3 b* r + 3 c - * r +3 d 1 r ^ 
3ar*-+ 3 br r + 3 c;- 1 + 3 dr * + 4 r\ 

C’est-à-dire , = a* + 3 r ( a 1 + b 1 f c z + d x ) 

d* 3r* ( a + b -f- c -H à ) -j- 4 r 5 . 

Où l’on voit que la quantité qui multiplie 3r , 
est la somme de tous les quarrés, excepté le dernier: 
que la quantité qui multiplie 3 r 1 , est la somme de 
. toutes lesquantités , excepté la dernière; et qu enfin 
le cube r 1 a été ajouté à lui-même autant de fois 
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qu’il yavoit d équations, c’est-à-dire, autant de foij 
inoins une qu’il y a de quantités; par conséquent, 
en général et en nommant s" , la somme des 

quarrés, u le dernier terme , on aura 

a'=:Æ ! + 3r( s" — u l ) + 3 r 1 ( s' — u) 
+ ( n — i ) *'*• 

Donc, connoissantle premiertèrme, le dernier, 
la différence r , et le nombre des termes, on pourra 
avoir, par le moyen de cette équation , la valeur 
de s" , c’est-à-dire , de la somrhe des quarrés; car 
la quantité s' a été déterminée ci-dessus. Si donc 
on substitue pour s' , sa valeur on aura 


a’ + 3r 


f n t— i. r 1 , ou 2 u' = 2 a 1 6 r s" — 
6 T li 1 *+- d T U 1 — ' 3 T U~ O. Tl I • T 
_j_ 2 . n — i . r 1 , qui , après- les opérations 

ordinaires, dçnne. . . • . • • t 

2,u ^ — • * 2(1 ^ — {“ 3 ru^ | t 3 ra “ ! fi J i r ^ j 


Si l’on prend de mêmeles quatrièmes puissances 
des équations b = n + r , -c = b + r , ete. qu on 
les ajoute et qu’on les trai te de la même manière, 
on trouvera de meme la somme des cuoes. On s y 
prendra de même pour trouver la somme des puis- 
sances plus élevées. 

g 2 3 7 . Donnons maintenant quelques applications 

de la somme des quarrés. 

Si l’on suppose que la progression arithmétique 
dont il s’agit , soit la suite naturelle des nombres , à 
commencer par l’unité, c est-a-dire, soit i , 2 , 3, etc. 

Alors on aura a = i , r i et k = n ; car , en 
général, u cst= n + n — i i’r , qui devient 
ici , u = i -b n — i = n. La valeur de si , 

2 n s 2 -f 3 n* t 1 ~1~ n 1 . 

deviendra donc s " — — ■ 

c’est-à-dire , 
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N ’ • » 

, \ i • .. (c2n+3n ï +n 2 n’ + 3 n4-i) 

c est-a-dirc,/ = g =*n ^ — 


Tl. 


»+ t . 2rc+ t. 


Supposons maintenant qu’on veut savoir com* 
bien il y a do boulets dans une pile quarrée 
dont on connoit le nombre des boulets d’un des 
rotes de la base. Il est évident que cetle pile 
est composée de rangs parallèles a la base qui 
sont tous des qtiarrés dont le côté va continuelle- 
ment en diminuant de 1 à compter de la base , 
ou en augmentant de i à compter du sommet. 
La totalité est donc la somme des quarrés de la 
suite naturelle des nombres , prise jusqu’au nom- 
bre n qui marque le nombre des boidets d’un des 
côtés de la base : cette totalité est donc expri- 


n.n-f- 1*2 n H- X 

niée par Z ; c'est-à-dire , que pour 

l’avoir , il faut suivre cette réglé . . . . , 

Au nombre des boulets d'un des cotés de la base et 
à son double ajoutei un ; multiplie ~ les deux ré- 
sultats l'un par l'autre , et leur produit par le nom - 
bre meme des boulets i et prene\ le si • ieme de ce 
dernier produit. Par exemple , si la pile qua- 
dranguiaire a 6 boulets de côtés ; à 6 et à son 
double 1 2 , j’ajoute r , ce qui me donne 7 et t3 , 
qui multipliés l’un par l’autre, font 91 ; je mul- 
tiplie celui-ci par 6 , ce qui fait 646 , dont le 
sixième 91 est le nombre des boulets de la pile,' 

Lorsque la pile n’a point pour base un quarré , mais un 
parallélogramme, il faut la concevoir pariagée en deux 
parties ( fig. 4) dont l’une est la pile quadrangulairc dont 
nous venons de parler, et dont l’autre est un prisme dont 
on évaluera la totalité des boulets en multipliant le^nonj-t 
Marine. Algèbre. Q 
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bre des boulots contenus dans !o triangle FBG , par lo 
nombre des boulots de l’arrête BC. Quant au nombre 
de boulets contenus dans le triangle BGF^, on l’aura en 
multipliant la moitié du nombre des boulets du côté FG 
par ce nombre augmenté de i. 

238. Nous avons vu en Géométrie que pour 
avoir la solidité d’une pyramide oud'un cône quel- 
conque , il falloir multiplier la surface de la base, 
par le tiers de la hauteur. On peut le démon- 
trer aussi par la formule de la somme des quar- 
rés. Mais auparavant , il laut remarquer que si 

dans la formuler =■ ^ , on suppose 

que le nombre n des termes est infini , cette for* 

mule se réduit à /' s ~~~ ou à cause que mes n , 

ainsi que nous l'avons vu ci-dessus , s" ee — ^ - 

♦ . - 
s u : « — - — . En effet , supposer que n est infini 

c’est supposer qu’il ne peut plus être augmenté 
par aucune quantité finie : ainsi pour que lo 
calcul exprime la supposition que l’on lait , 
que n est infini , il faut nécessairement regar- 
der n -f- i et n , comme étant la même chose, 
et 2 n -+■ i et 2 n , comme étant aussi égaux: 


entr’eux : alors la formule s" ee — ^ 

n.n.2n zn* n 3 

5 e change en r eE — g — ee es -3— . . . 

s- n ' 1 x , ou s " e y, en mettant pour 
n sa valeur u , datas n'. 

Ceia posé , nous avons démontré ( Gèom. 202), 
qu’en concevant une pyramide comme composée 

* 
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de tranehes parallèles à la base , ces tranches 
etoient entr elles , comme les quarrés de leurs 
distances St au sommet ( Fig. 5 ) ; donc en con- 
cevant la hauteur partagée en une infinité de 
parties égales , Ips distances suivront la progres- 
sion naturelle des nombres , et les tranches sui- 
vront celle de leurs quarrés : donc la somme 
des tranches se trouvera de la môme maniéré 

que celle des quarrés ; or la formule/' 55 ■ 

fait voir qu’il faut multiplier le dernier des quar- 
rés , par le tiers de leur nombre ; il faut donc , 
pour avoir la somme des tranches , multiplier la 
derniere , c’est-à-dire , la base , par le tiers du 
nombre des tranches , c’est-à-dire , par le tiers 
de la hauteur. 

• 

239. Si l’on veut avoir la formule générale pour 
3 a sommation des puissances des termes d’une 
progression arithmétique quelconque , il faut re- 
marquer qu’en général on aura 

. , . i w-i 7 m-t m-2 . „ 

— d m Ttfid'n - 1 r m. — - a ,r ---r -fm. v- +etc. 

‘2 2.0 


d ir —cm J Cmc m -'r1r;n. 

2 

v , • 777- 1 

l m ~a n+ ma m -'r'ïru ê ~ a m -'r -\-m. 


m-i m -2 

V .T* c m ~'‘ r> * etc - 

m-i m -2 . . , 

r etc. 

2 • J 

m*I m-2 

~T.T a<n + etc. 


et par conséquent , en ajoutant , réduisant et 
représentant par stn - 1 , stm- 2 , s tm - 3 > etc. , la 
somme des puissances m — r , m-2 , m- 1 , etc. , 
de tous les termes, et para le dernier terme , on 
aura en général. . . . .... 

Um—nm-^-mrisW-t*, — U™-*) + ; 

• Q 2 
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d’où l’on voit qu’en supposant successivement \ 
7/r— i , m=2 , m =3 , m *- 4 , etc., on aura 
les formules de la sommation de toutes les puis- 
sances. Car en supposant m= i , ou a u=a -+- r 
( st° u°y, or st°=sj , c’est-à-dire, la somme d’au- 
tant d’unités qu’il y a de termes, et u a — i. En- 
sorte qu'au lieu de st° — u” , on peut prendre 
n — i. En supposant m=2 , on a u 2 , —a 2 -}- 2r 
( st— u ) -t-r z (st° — u° ), qui donne st puisqu’on 
connoîl la valeur de st ° . Supposons m— 3 , on 
aura u i —a 1 -t- 3 r (jx 1 — u 1 ) ér 1 {st- — u) ? î 

(st a —u°) qui donnera st 1 , puisqu’on connoît st et 
st°. Enfin si l’on suppose m — , on aura u*—a* 

4 r(st* — u 5 ) -|- 6r* ( st z — u 1 ) 4r J ( st — u ) 
-{- r* (st°~u°) qui donnera st J , puisqu’on connoît 
st 1 , st et st b , et ainsi de suite à l’infini. 

240. Lorsqu’une fois on sait trouver la somme 
des puissances de plusieurs nombres en pro- 
gresssion arithmétique , il est fort aisé de trouver 
celle d’une infinité d’autres especes de progressions. 
Far exemple , si ayant une progression arithmé- 
tique , telle que 3 . 71H. i 5 . 19,. etc. 
on conçoit qu’on ajoute successivement les termes, 
on formera la suite 3 , 10, 21, 36 , 5 5 , etc, 
que l’on peut sommer. Et si l’on ajoute de môme 
les termes de celle-ci, on aura la suite 3 , x 3 , 34, 
70, 125 , etc. qu’on peut pareillement sommer; 
il en sera de même des termqs de celle - ci, 
ajoutés de la même maniéré , et ainsi à l’infini. 

En effet la somme des termes de la progression 
arithmétique , est s= (a— 11) x ou , en 

mettant pour u sa valeur u —= a -}- r. n— 1 , ,fz=; 

( 2a -j- r.n~-i ) x — • Cette valeur de s exprini 
2 

donc un terme quelconque de la seconde suite. 
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Donc pour avoir la somme des termes da 
la seconde suite , il faut sommer la suite des 

quantités que donneroit ( 2 a . r . n — 1). 2 _ en 

mettant successivement pour n tous les nombres 
de la progression naturelle 1,2, 3 > etc. Or , 

- cette quantité revient à an -J- Z n 1 — Z n, dans 

laquelle a et r restant toujours les mêmes , 
quelque valeur qu’on donne à n , il est clair 
que pour sommer toutes les quantités repré- 
sentées par an, il suffit de sommer lus quan- 
tités représentées par n ; et multiplier cette 
somme par a\ or la somme des quantités repré- 
sentées par n , est la somme de la progression 
arithmétique des nombres naturels. Le raison- 
nement est le même , pour L n. A l’égard d.eZ n* 

2 . 2 

• . . \ ;i 

f uis que r reste le même, quelque nombre que 
on substitue pour n , on sommera donc toutes 
les quantités représentées par n', c’est-à-dire , 
* qu’011 prendra la somme des quarrés des uombre’s 

naturels , et on la multipliera par L. Ainsi pour 

2 

, . , *• J 

la somme des quantités an, on aura a. (n- f- r). Z ; 


pour celles des quantités Z n , on aura Z n '\ i-Z ; 

• 2 2 ' 2 

et pour celles des quantités Z n z , oh aura Z • 

2 2 

a.n^A-'ia -L-n . enS Q ltc qug } a somme des quantités 

an\~n z — Zn , eu la somme des termes de la 
' ^ 2 

, • 1 n 1 r 2n-î-t.3rt* -!-n r 

seconde suite sera a.n-f-i. _ • — — - * 

22 6 2 

n -{• 1 . Z , qui ' se réduità a.n\ 1 . n j- r . n — I - n -"+ I 
z 2 6 

Q. 3 
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et puisque chaque terme de la troisième suite \ 
est la somme des termes de la seconde , on 
sommera cette troisième en sommant les dif- 
férentes parties de ce dernier résultat, qui n 'exi- 
gera encore que des sommations des puissances 
de la suite naturelle des nombres , et ainsi à 
l’infini. Si l’on suppose , et r — t , c’est-à* 
dire , si la progression primitive est la suite des 
nombres naturels , les progressions dont il s’agit 
actuellement , deviennent alors ce qu’on appelle 
les nombres figurés. C’est par cette dernicrc 
formule qu’on peut trouver le nombre des boulets 
d’une pile triangulaire : comme on a dans ce cas, 
a= ri , et r.=: i , elle se réduit à n 

a 3 

On peut de même sommer les suites que l’on 
formeroit en ajoutant la suite des quarrés , ou la 
suite des cubes, etc. de cette même maniéré. 
En un mot , on peut sommer par ces mêmes 
moyens toute Suite de quantités , dont un terme 
quelconque sera exprimé par tant ck: puissances 
parfaites que l’on voudra d’un même nombre n, 
ccs puissances étant d’ailleurs multipliées par tels 
nombres connus qu’on voudra. 

Propriétés et usages des progressions géométriques. 

241. On peut aussi trouver la somme des ternies 
d’une progression géométrique , par une méthode 
analogue à celle que nous avons employée pour 
sommer les puissances des termes d’une progression 
arithmétique. 

Supposons que a , b , c , d , e , etc soient les 
termes consecutifs d’une progression géométrique 
croissante, dont la raison soit q. Puisque chaque 
terme contient q de fois celui qui le précède, en 
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aura les équations suivantes , ê — a q , c ==î b a , 

'd = c q , e = d q , etc. Donc ajoutant ces 
équations , en aura b -q- c + d + e — 

( s + i t c t </) j , où l’on voit qu’en 
général le premier membre sera toujours la - _ 
somme de tous les termes excepté le premier; el- 
le second, sera toujours la raison q multipliée par 
la somme de tous lés termes excepté le dentier. 

D onc si l’on appelle s la somme de tous les 
termes, et ule dernier, cette équation se changera 
en j- — a~ (s — u ) q ou s — a = q s — q u ; 
d’où l’on tire q u — a =2 q s — j 

( q — 1 ) s ; et par conséquent s — ~ — ~ , 

formule par laquelle connoissant le premier terme 
a , le dernier u , et la raison q , on aura la sommé s 
de tous les termes. ' ■ 

Cette même formule peut servir aussi pour les 
progressions décroissantes , puisque la progression 
décroissante, prise dans un ordre renversé , estune 
progression croissante ; il n’y aura de changement 
à faire que celui de dire dernier terme , au lieu de 
premier , et premier au lieu de dernier. 

Si la progression décroissante s’étendoij: à l’infini, 
la somme s se réduiroit • alors à j 3 JL. u 

Ç-I 

marquant le premier terme. En effet , pour ex- 
primer que la progression s’étend à l’infini, il faut 
introduire dans le calcul, ce que cette proposition 
renferme , savoir que le dernier terme est infini- 
ment petit . or le moyen d’exprimer cette dernière ^ 
condition , c’est de le supposer nul à l’égard du 
terme q u : car si on le laissoit subsister, ce seroit 
supposer qu’il peut encore diminuer q u, ce qui est 
contre la première supposition. 
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On voit donc que pour avoir la somme Je tous 
lej termes d'une propression gécmbt ri que , il faut 
multiplier le plus grand terme par la raison (*) de 
la progression , et ayant retranche du produit , le 
plus petit terme de cette même progression , diviser * 
le reste par la raison diminuée d une unité ; en sorte 
que , lorsque la progression est décroissante à 
l’infini, cela se réduit à multiplier le plus grand 
terme par la raison, et diviser ensuite par la raison 
diminuée d’une unité. 

Ainsi la somme des termes de cette progression 
continuée à l'infini rf i : 5 : : îV : j* ’ etc ’ est 

i X 2 

' 3 ~ ou i ; il en est de môme de la somme des 

termes do celle-ci ~ * : f : -fa- : , etc. dont la 

raison , en considérant celte progression comme crois- 
sante, est 3 , puisque j divisé par £ donne 3 . En effet , 

f_X_3 

la somme des ternies de cette progression èstj _ 1 , 

qui se réduit à 1. En général , toute progression géomé-, 
trique décroissante à f’infini , dont chaque ternie a pour 
numérateur constant un nombre moindre d’une unité 
que le dénominateur du premier terme vaut 1. Car 

. , .. n n 

cette nrogression est en general — ; — : ; : 

r& B n+i ( n +i) 

. — _ — • , etc. dont la somme est 

<*+0 * («+*.) 4 _ 

n 7 — 

; X n + i 

u-j- x 

» , où n , 

„ 4. , r , cest-a-dire, x, 

‘ a 

f __ : 

té) Par la 'relis tin , nous entendons, en général , le nombre ie 
{cÀb ^u’vi.n terme de la progression contient celui qui est immétua- 
tentent pins petit, en soste que cef énoncé convient a la progression, 
sivvi'o;ssarue comme à la pregttsùqn croissante. 
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Si cette conclusion paroît surprenante à quel- 
ques lecteurs , ils doivent faire attention que si 
3près avoir pris , par exemple , les * de la ligne 
AB {Fig. 6) que je suppos^ de 1 pied , on 
prend ensuite C d , c’est-à-dire , les deux tiers- 
de la partie restante C B , puis les deux tiers 
de la partie restante d B , puis les deux tiers 
de la partie restante e B , et ainsi à l’infini , 
on aura jamais absorbé plus que la ligne A B. 
La mente chose aura lieu si l’on prend d'abord 
les trois quarts de A B , puis les -J de ce qui 
reste , et ainsi à l’infini. Or c’est ce qu’exprime 
la progression * , * , *- , puisque * est les \ de 
j , / 7 , est les 1 de j , et ainsi de suite. 

242. Nous avons vu ( Arith. 212 ) qu’un 
terme quelconque d’une progression géométrique 
étoir composé du premier multiplié par la raison 
élevée à une puissance d’un degré égal au nombre 
des termes qui précèdent celui dont il s’agit. Donc 
si l’on nomme a , le premier terme , y un terme 
quelconque , q la raison, n le nombre des termes , 
on aura u — a q n ~ l ; et comme il entre 
quatre quantités dans cette équation , on peut en 
tirer quatre formules , qui serviront à résoudre cette 
question générale; trois de ces quatre choses étant 
données, le premier terme , le dernier, la raison, 
et le nombre des termes d’une progression géo- 
métrique, trouver la quatrième. Car t. q l’équation 
donne immédiatement la valeur de u. 2. 0 On 

trouvera facilement que celle de a esta = — — • 

qn — 1 > 

à l’égard de celle de q , on trouvera par ce qui a 

71- I 

été dit 171 ) , q = ^ . Sur quoi nous remar- 

querons que cette dernière équation renferme la rè- 
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gle que nous avons donnée en Arithmétique! 
pourinsérerplusieurs moyens proportionnels entre 
deux quantités données. Ces quantités sont ici a. 
et u ; mais pour avoir la raison q qui doit régner 
dons la progression, on voit ici qu’il faut diviser la 
plus grande u , par la plus petite a , et tirer la 

racine du degré u — i du quotient — — ; or n 

étant le nombre total des termes, n — i est plus 
grand d’une unité que le nombre des moyens , ce 
qui s'accorde avec la réglé citée. 


Quant à la manière d’avoir n , dans lequaliow 
u — a q n ~ 1 , l’Algèbre ne fournit pas de 
moyens directs ; mais on peut la résoudre faci- 
lement, quoiqu’indirectement , en employant les 
logarithmes. Nous avons vu ( Arith. 289 ) que 

f iour élever à une puissance , par le moyen des 
ogarithmes, il falloir multiplier le logarithme de 
la quantité, par l’exposant de cette puissance. Ainsi 
cnrepréscmtant par L , les mots logarithme de , on 
pourra , au lieu de L a 1 , prendre 2 La ; au lieu 
de L a *, prendre 3 L a$ au lieu de L a n , prendre 
n L a. Donc, en se rappellent que pour multiplier 

Î iar le moyen des logarithmes , il faut ajouter les 
0g3ritbm.es, et qu’au contraire pour diviser, il faut 
retrancher le logarithme du diviseur , du logarithme 
du dividende^ on aura dans l’équation a = a q n —' , 
L u = L a + L q r ~ l , où L u = 
L « + ( 72 — 1 ) L j ; donc en transposant , 
(a — î ) L q =Liï — La -, et par conséquent 

. \ : Lu — L a 

en divisant r,ar L a , 72 — 1 — 


par 

L u 


La 


Lq 


n — x 
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Pour donner quelqu application de ceci , supposons 
qu’on ait placé au dernier 20 une somme de 60000 liv. à 
condition que les intérêts que cette somme produira cha- 

3 ue année, soient traités comme un nouveau fonds qui pro» 
uira également intérêt, et ainsi d’annee en année , jusqu’à 
ce que le fonds soit monté à iceocco livres. On demande 
combien on doit attendre pour toucher cette dernière 
somme. 


Puisque l’intérêt est ici A du fonds de l’anncc précédente; 
au bout d’une année quelconque, le fonds sera égal au 
fonds de l’année précédente , plus la vingtième partie de ce 
înême dernier fonds ; ainsi , si l’on représente par a, b,c , 
d,e,]os fonds successifs d'année en année , onauTa b 
4- 2 % a -> c — b + vô à = e -f ,A. c , e = d -|- T J 5 d , 
c’est-à-dire , b =1 a X (.1 + ) , e — b X ( I + tô ) » 

à = c ( i-{* 1^), t = d( 1 + ) ; on voit donc que cha- 
que fonds contient toujours celui qui le précède , le mémo 
nombre de fois marqué par 1 -j- — |ou?i. La suite de ces 
fonds forme donc une progression géométrique dont le 

Î iremicr terme a est 6cooo livres ; le dernier u , est ioocooo 
ivres ; la raison q, est , et le nombre des termes est in- 


connu. On le trouvera donc en substituant dans la for- 
L 11 — — La 

mule n = + t au lieu de a , « et q , leurs va- 

L ioocooo — I- 6 ccco 

+ X , 


Lq 

leurs , ce qui donnera n 


ou ( parce que L 

| L iocccco — L 60000 

L 21 — L 20 


= L 21 

+ 1 


1 1 
15 


or 


— JL $0 ) n 
par les tables , on 


trouve 

JL iococoo = 6,occoooo ; L 6ccco == 4,7781613 ; 
L 21 = 1,3222193 , L 20 = r, 3 oic 3 oc ; donc 


6 ,oococco • — 4,7781613 




1,2218487 


+ 1 


1, 3222193 — i, 3 oic 3 co 0,0211893 

57,7-4-1 à-peu-près; c’cst-à-dire, que Iefondsde 6cccoscra 
monté à xococoo liv. au bout de 68 ans 8 mois | , à-pou-prés. 


Puisque ( Arith. z3o ) pour extraire , par le 
moyen des logarithmes , une racine d’un degré 
proposé , il faut diviserle logarithme delaquantilé , 
par l’exposant , on peut, par le moyen des loga- 
rithmes, résoudre facilement en nombres réqu&ïiou 
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SaSa 


9 = V — ; 
La' — L-jj. 
n — i 


car on aura L 5 


Si l’on veut appliquer ceci à un exemple , il ny a 
qu’à chercher quel détroit être , 'dans Ic^ précédent, l’in- 
térêt , pour qu’en 68 ans et y*, le fonds de 6coco livres 
montât à 1000000 livres. On a ici a = 6cooo , 
u = icoocoo , n — 1=67,7; cn employant les logarithmes 

6,000000 — 4,7781613 

des tables, on trouvera L q = ’ =. 

* 7»7 


1,2218487 

; — — qui donne L q =2 0,0211767 , ce logarithme 

37*7 

répond dans les tables, à i,o 5 oO A tres-peu prés ; et ce 
dernier nombre réduit en vingtièmes , donne 21, d’où 
l’on conclura que l’intérêt est à très-peu près • 5 . 

On voit aussi par-là comment on peut facilement insères; 
par le moyen des logarithmes, plusieurs moyens propor-» 
tionnels géométriques , entre deux nombres donnés. 


2/ t 3. L’équation s — ^ UZTJ" , donnera aussi 
quatre équations qui serviront' à résoudre ce pro“ 
blême général; trois de ces quatre choses: la somme, 
la raison , le premier et le dernier termes d’une 
progression géométrique, étant données , trouver* 
la quatrième. Cela est trop facile , à présent, pour 
nous y arrêter. 

Enfin, si de l’une des deux équations -5-= ~ f 

et u = a j « - 1 ,on tire la valeur u’une même 
quantité a , ou q ou u ; etc. et qu’on la substitue; 
dans l’autre , on aura les autres équations qui 
peuvent servir à résoudre la question suivante , 
encore plus générale; de ces cinq choses, le pre- 
mier terme , le dernier, la raison , la somme , et 
le nombre dos termes d’une progression géomé- 
trique, trois étant données, trouver chacune des 
deu* autres. 

I ' 
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De la Sommation des suites récurrentes. 

244. On appelle suites récurrentes , celles dont un terme 
tiueIconque,sc forme de l’addition d’un certain nombre 
lie termes précédents , multipliés ou divisés par des 
nombres déterminés , positifs ou négatifs. Par exempl#, 
la suite 2, 3, 19, 101 , 543 , etc. est une suite 
récurrente , parce que chaque terme est formé des 
deux précédents , en multipliant le premier par 2 , le 
secoua par 5, et ajoutant les deux produits ; 643 est 
19 X 2 -4- xoi X 5 ; de .même , iot est 3 X2 H- 19 X à. 


On petit sommer ces suites d’une maniéré analogue à 
celle que nous avons employée ci-dessus ; il suffira d’en 
donner un exemple , sur les suites récurrentes dont 
la loi no dépend que de deux quantités, comme cell» 
que nous venons d'apporter pour exemple. 


Soient donc a, e,f, etc., plusieurs termes 

formés par cette loi , que chacun soit composé des deux 
précédents, dont le premier est multiplié par 


9 uum iv piuMiivi voi auuuajjiiu j^ai un 

connu m , et le second par un nombre connu p, on 

r-nt+r. suite d’équations. ... 'c—m a -q-p b , 

/ — m d -f- p e, ect. 


aura 

d 


donc 
m b 


cette 
P c 


ex =2 m D -t- p c , e= me -t- pa, j = m a p e , ect. 

Donc en ajoutant cette suite d’équations , on aura 

c-y~ii~i-e-+-f-+-, e tc=zim(a-+-b-^-e-+-d)-{-p 

or le premier membre est la somme de tous les termes , 

excepté les deux premiers : le multiplicateur de m, 

dans le second membre , est la somme de tous les termes , 

excepté les deux derniers; et enfin le multiplicateur 

de p, est la somme de tous les termes , excepté le premier 

et le dernier; donc en appellant s, cette somme, onaura 

s — a — h — m (s — e — /) p"( s — a—/) d’où l’on tirs 

m e — t- m f -4- p a *+- pf~a — b 

s — ■ ; ; , qui donnera la somme 

m-t-p 1 * 

lorsqu’on connoîtra les deux premiers et les deux der- 
niers , et de plus le9 quantités metp. 


On peut y faire entrer le nombre des termes , il faut 
pour cela , chercher l’expression générale d’un terme 

a uelconque, par le moyen des quantités a , b , m , p et 
u nombre a des ternes; mais cette recherche, pour 
toutes les especes de séries récurrentes , nous meneroit 
trop loin. 
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De la Construction Géométrique des Quantités 
Algébriques. 

245. Les lignes , les surfaces et les 'solides 
«fcant des quantités , on peut faire- sur chacune de 
ces trois espèces d étendue , les mêmes opérations 
qu’on fait sur les nombres et sur les' quantités 
algébriques. Mais les résultats de ces opérations 
peuvent être évalués de deux manières principales, 
ou en nombres, ou en lignes. Lapremiere manière 
supposant que chacune des quantités données est 
exprimée en nombres , ne peut avoir à présent 
aucune difficulté : il ne s’agit que de substituer à la 
place des lettres les quantités numériques qu elles 
représentent , et faire les opérations que la dispo- 
sition des signes et des lettres indique. 

Quant à la manière dévaluer en lignes les Résul- 
tats des solutions que l'Algèbre a fournies,elle est 
fondée sur la connoissance de ce que signifient 
certaines expressions fondamentales , auxquelles 
on rapporte ensuite toutes les autres. Nous allons 
faire connoitre les premières , et nous ferons voir 
ensuite comment on y rapporte les autres : c’est là 
ce qu’on appelle construire les quantités algébriques, 
ou les problèmes qui ont conduit à ces quantités. 

a b 

a l’onavoit à construire une quantité telle que~ 
tlans laquelle o, f > , c marquent des lignes connues; on tire- 
mi t ( jig . 7 ) deux lignes indéfinies 4 X fa:santentr elles 
un angle quelconque. Sur l’une A Y de ces lignes , onpren- 
droit une partie AB , égale à la ligne qu’on a représentée 
parc, puis une part io .à D. égale à l’une ou à l’autre des 
deux lignes a et b , à a , par exemple ; ensuite sur la se- 
conde AZ, on prendrait une partie AC égale à la ligne£. 
Avant joint les extrémités B et Ç de la première et de 1 a 
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troisième , par la ligne B C , on meneroit par l’extré- 
mité D de la seconde , la ligne D E parallèle à BC ; elle 
détermineroit sur A Z la partie A £ pour la valeut 
a b 

de ~c~ ; car ( Gécén. 102 ) k-s parallèles DE et BC 
donnant cette proportion AB : AD : : AC : AE , 

a b , 

c’est-à-dire , c : a : : B: AE;donc ( Arith. 179) AE 
C'est-à-dire , qu’il faut trouver une quatrième pro- 
portionnelle , aux trois lignes données c , a , b. Et 
puisqu»( Géant. tzo ) nous avons donné deux manières de 
trouver cette quatrième proportionnelle, on peut employés 

a b 

indifféremment l’une ou l’autre pour construire ™- 
. a a 

On voit donc que si l’on avoit à construire”, ce cas rca* 
fcreroitdans Ieprécédent,puisqu 'alors la ligneéestégaleàa. 

a b -f- b J 

Si l'on avoit à construire on rcmarqueroic 

(o 4 - d)X b 

que cette quantité est la même que c-^d ; 
regardant donc a -j- d comme une seule ligne , repré- 
sentée par m , et c + d aussi comme une seule ligne a , 

m b 

on auToit ~ïT à construire, ce qui se rapporte au cas prét- 
endent. 

a a — b b 

Que l’on ait “ , on se rappellera que c e » — b B 

est ( zb ) la même chose que ( a -f- £ ) X ( a b ) j 

, Ma — bb 

ainsi on se représentera “ , sous cette forma 


( a — f- b ~) { a — b~) 

~ } et j’ on cherchera une quatrième 

proportionnelle à c, a + b et a — b. , 

abc 

Si la quantité à construire est ~dï~ , on mettra cettq 


. ao c 

Quantité sous cette formé— X > et aymiteenstriut 
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, comme on vient de l'enseigner , on nommera ri 

b c 

la li gne qu’aura donnée cette construction : alors -j- X y 

devient — — ; qui se construit comme ci*dessus. 

• i - e 3 b î 

On voit donc que pour construire — , on sc 18 

b * .a 1 

roprésenteroit comme — X — ; on construirait — » 

777 B 

et en ayant représenté la valeur par m, onconstruiroit — -• 

c 

Ainsi tout l'art consiste à décomposer la quantité en 

portions, dont chacune revienne à la forme— ^ ou — ; 

e c 

et quoique cela puisse paraître difficile en quelques occa- 
sions , on en vient cependant facilement à bout, en em- 
ployant des transformations. 

Par exemple, si j avois a construire ■ a - , je sup- 
poserais arbitrairement, b 5 = a* m , et c 1 = an j 

a 5 -f b* . a i -\-a'm . .... 

alors —j — ■ se changerait en — — r , quisereduita 

a* -f-c 1 a- + a n 1 

C a + m ) X a ■ ■ r -, * 

, ou - — . , quantité facile a cons- 

a -J- n a -p m 

.truire ( après ce qui a été dit ci-dessus ) , dès qu’on 
connoîtra m et n. Or pour connoître m et n , les 

bf 

équations b * == a* m et c 1 = a n , donnent m ±= — - 


et n = — qui se construisent par ce qui précède. 
a 

Ainsi tant que la quantité sera rationnelle , c’est-à- 
dire sans radicaux ; si le nombre dos dimensions du 
numérateur ne surpasse que celui des dimensions du 
dénominateur , on ramonera toujours sa construction 
à chercher une quatrième proportionnelle à trois lignes 
■ données. 

U 
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à) arrive quelquefois que les quantités se présentent 
Sous une forme qui semble rendre inutile le secours des 
transformations , c’est lorsqu* la quantité n’est pas ho- 
tonghe ; o’est-â-dirc , lorsque chacun des termes au nu- 
mérateur ou rlu dénominateur n’est pas composé du 
môme nombre do facteurs ; par exemple »> lorsque la 

j i ^ * 

quantité est tel le que Mais il faut observer que 1 oa 

B arrive jamais à un pareil résultat , que lorsque dans 1» 
tours d’un calcul on a suppose (dansla vue de simplifier!» 
'Calcul)quelqu’unc des quantités égale à l’unité. Par exein- 
a 1 b' c t 

yle , si dans ~^7~ p; » jo suppose b égal a i , alors j aurai 

e ! + c ; 

Mais comme- oh ne petit jamais critreprendre de 

.construire, sans coünoître les élémens qu’on emploie pour 
cette construction, on sait toujours dans chaque cas quelle 
est cette quantité qu’on a supposée égale à l’unité , o:i 
pourra donc toujours la restituer 5 et il ne peut f avoir 
d’embarras là-dessus, parce que le nombre des dimensions 
devant toujours être le même dans chaque terme du nu- 
mérateur et du dénominateur , ( quoiqu’il puisse être 
différent des termes de l un aux .termes de l’autre ) on 
restituera dans chaque terme une puissance de la ligna 
qu’on a prise pour unité', suffisamment élevée pour 
compléter le nombre des dimensions J ainsi , si j’arois à 
aiTb+c 1 * 

construire — V$ ~" » supposant que d son la lighe qui 

, , a* t b d 1 T c 1 d. 

a été prise pour unité , j écrirais — — » que ja 

çonstruiroisen faisant b 1 = d m , c 1 — n gt a 1 — d ' p , 

d 1 p i b d - -J- d 1 n 

ce qui là changerait en * -j-p-j- » on 

1 „ a a -j- a m 

dpït/d-i-ftd i>' "h :jl ) d •• L . ; 

— ; , ou : , huàntito facile à 

a -t m a + r.i 

construire dès qu’on aura construit les valeurs de m , n et p, 
b- ’ c 1 n î 

savoir m =â -g y n = , p — gî , qui sont elles- 

mêmes faciles à construire d’après ce qui a été d t ci-dessus. 
Dans tout ce que nous Venons de dire , nous avons sup- 
posé que le nombre des facteurs , ou ie nombre des ui- 

' Marine. Algèbre. * R 
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-ïrvnsiom de chaque terme du numérateur , ne sUrpassok 
que d'une unité* celui des dimensions du dénominateur. 
1! peut le surpasser de deux, et même de trois , mais 
Jamais de plus , à moins que quelque ligne n ait éMt 
supposés égale à l’unité, ou que quelques-uns des fac- 
teurs ne représentent des nombres. N 

247. Lorsque le nombre des dimensions du 
numérateur de la quantité proposée surpasse calui 
des dimensions du dénominateur de deux unités , 
alors la quantité exprime une surface dent on peut 
toujours ramener la construction à celle d’un pa- 
rallélogramme , et même d’un quand. 

a s f a 1 5 

Par exsnipfe, si j’avoisà construire la quantité' ' j T c ‘ 

a 1 + a b a 1 -J* a b % 

le laconsidérerois comme aX — 7T~T~ ; or — „ , „ 

I u • if U 4 C 

se construit aisément par ce qui a été dit ci-dessus, en le 
a + b 

considérant comme aX — ■ Supposons donc que /r» soit 
a + c 11 1 


la valeur de la ligne qu’aura donnée cette construction ; 

a’orsa 4- — — r~ deviendra a X m ; or si ion fait de a , la 
• a -j- b 

hauua.tr , et de ra , la base d’un parallélogramme , on aura - 
a X m pour la surface de ce parallélogramme; donc roc. pro- 
- • a» 4 a»? 

quemçnt cette surface représentera s X ® ou a c • 
O 11 ramènera de même i une pareille construction , la 


• <j5 x b e~ + d 5 

quantité a i c , en faisant b c == a m et d l 

a* -h amc+ani 

J~+~c ■“ , qui 

( a * + m c + n d \ — . c 

— «TT T ° rlefac - 


ü 

.an-, car alors elle deviendra' 


a 1 + m c -r n d 

teur TT - se rapporte aux constructions prç- 

cëdentes i ainsi que les valeurs do m et de a. Ayapt trouvé 
la vaicur de ce facteur, si je la représente par p , il ne s a- 
gtra plus que de construire a X p » c est-a-ebre .faire un 
parallélogramme dont la hauteur soit a , et la base p. 
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S48. Enfin , si le nombre des dimensions du 

humérateur surpasse de 3 celui des dimensions du 

dénominateur, alors la quantité exprime unsolide 

dont on peut toujours ramener la construction à 

celle d'un paraliélipipède. 

v, ■ ..... H <*’ b H— fl 1 b x 

Par exemple , si i avois a construire , 

‘ a -+- c 1 

fconsidérerois cette quantité comme étant la môme que 
a 1 — J— a b , a r H— a b 

a b y. : *: et avant construit ; selon ca 

3 ui a été dit ci-dessus, si jereprésente par m la ligne qu’aura 
onnée cette construction, la question sera réduite a cons» . 
truire a b ym ; or a b représente, ainsi que nous venons 
de le voir, un parallélogramme ; si donc on conçoit un 
parai léiipipèùe qui ait pour base ce parallélogramme, ot 
qui ait pour hauteur la ligne tu, lasolidiléde ce parallélipi- 

, .. a ! b-{-a i b' t t 

pède représentera a b X m » ccst-a-dire , — ” 

249. Ce que nous venons de dire , suffit pour 
fconstruire tou te quantité rationnelle. S oyons main-*, 
tenant les quantités radicales du second • degré. 

Pour construire y ah, il faut ( ftg . 8 ) tirer une ligna 
indéfinie AB, sur laquclleon prendra de suite la partie CA 
égale à la ligne a, et la partie BC égale! la ligne b-, sur 
la totalité AB comme diamètre , on décrira un demi- 
cercle qui coupe en D la perpendiculaire CD élevés 
sur AB art point C ; alors CD sera la valeurde y a h; c’est- 
à-dire, (Gram. iî 6) que pour avoir la valeurde ~y a b, il 
faut prendre une moyenne proportionnelle entre les deux 
quantités représentées para et à; en effet , On srit ( Géonu 
1 2à ) que AC: CD : :CD : CB, ou a r CD". : CD , b ; donc 

èn multipliant les extrêmes et les moyens, on a CD=^a b , 
et par conséquent CD rrr \ r a b. 

On voitpar-là , comment on doit s y prendrepour trans- 
former en un quarré, une surface quelconque; s'il s’agit d'un 
parallélogramme dont a soit la hauteur et b la bise , en 
nommantxle côté du quarré cherché, on aura x 1 =za b, et 
par conséquent i; on prendra donc une moyenna 

proportionnelle entre le base et la hauteur. S’il s’agit 
ja uu triangle, que l’wi sait ( ’Gtom i4o)être la moitié d'un 
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parallélogramme de même base et de même hauteur, rtfl 
prendra une moyenne proportionnelle entre la base et la 
moitié de la hauteur, ou entre la hauteur et la moitié de 
la base. 

S’il s’agit d'un cercle, on prendra une moyenne propor- 
tionnelle entre le rayon et la demi-circonférence, et s’il s’a- 
git d’une figure rectiligne quelconque , comme on sait 
(G<vTz. i Ht) qu’elle est réductible à un triangle, on la réduira 
aisément en un quat re , en prenant une moyenne propor- 
tionnelle entre la base et la moitié de la hauteur de c* 
triangle. 

Mais si la figure n’étoit point construite , et que l’on eût 
Seulement l’expression algébrique de sa surface, par le 
moyen de quelques-unes de ses dimensions, alors on cons- 
tru iroitconr.no pour les quantités que nous allons parcourir. 

Si iVm avoit \/ 3 a b -f- 6* , on considéreroit cette 

quantité comme étant la même que V ( 3 a - 4 - b) X b ; 
ou prendrait donc une moyenne proportionnelle entre 
3 a -4- b et b. 

Pareillement , si l’on a |/ aa — b b , on con sidérer^ 
cette quantité comme étant la même que V’ ( a -+- b ) X 
(<i— b) (â 5 );ainsi Ton prendra une moyen no proportionnelle 
entre 4 -p û et a — b. Si l’on ij/a‘—hbc, on fera b ç 

c=. am , et alors on aura 1 / a : -(— am ou ]/(a- 4 -m)a 
Xa; onprendra donc une moyenne proportionnel le entre 
• ■ i c 

o+ m et a , après avoir construit la valeur de 

en suivant les règles données ei-dess.us. 

t 

Pour construire V or - 4 - b r , on pourroît aussi faire 5 * 

= d metconstruire "Va 1 - am selonce qui vient' dotrô 
dit. Mais la propriété du triangle rectangle ( Gécim. 164 ) 
nous en fournit une construction plus simple , la voici ; 
Tirez une ligne AB ( fig . 9) égale à la ligne a ; à son ex- 
trémité A, élevez une perpendiculaire A C égale d la ligne i; 

«lors si vous tirez BC , cette ligne sera la valeur de 1 / a* , . 
-4- b 1 : en effet , puisque le triangle CA B est rectangle , 
ona (Géant. 164) BC =2 A B AC a 1 b ; 
don* BC = V a 2 -+- b 1 . 
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On peutaussi ,par le moyen du triangle rectangle, cons- 
truire!/ a* — b* autrement que nous na l'avons fait ci- 
dessus. Pour cet effet, on tirera (figii) une UgncAB égala 
ia, et avant décrit »ur A B comme diamètre, le demi-cercle 
AC B , on tirera du point A , une corde AC =b ; alors si 

l’on tire BC , cette ligne sera la valeur de.V a* — b* » 
car le triangle ABC étant rectangle ( Géom. i6ô), on a 

7iF e= ~ÂC* -+- BC* ; donc ~BC* = AB* 

AC * = à 1 • — b* ; donc BC = V o* — b*. 

On peut donc construire aussi a* -f- bc autrement 
que nous ne l’avons fait ci-dessus, en s'y prenant de cett* 
maniéré : 

Faire b c = m l ,et construireT^fl’ -f-m ? comme il vient 
d’être dit ; et pour cet effet , on commencera par détermi- 
ner m en prenant une moyenneproportionnelle entrci et c, 
ainsi que l’indique l’équation & c = m* , qui donne m = V 
b c. S’il y avoit plus de deux termes sous le radical , on ra* 
meneroit toujours la constructionà quelques-unes des mé- 
thodes précédentes, par le moyen des transformations. Par 

exemple si j'arois V' a* -f b c -f- e f je ferois b c = a m , 
tf = an, et j’aurois j/a 1 + a«i -fan ou K ( a -(- 
m -f - n) X o , que je construirois en prenant Une moyenne 
proportionnelle entre aeto-f-/n-f-n,après avoir construit les 

b c tf 

valeurs de m et de n , savoir m = — , n = — Je 

a y ci 

pourrois encore faire bc = m ’ , ef = n 2 , et alors j’auroi* 
à .construire V a* -f- m* f- n* . Or lorsque la radical» 
renferme ainsi une suite de quarrés positifs , par 

exemple, 1/ a" -f- m 2 -f- n 2 -f- p* + etc. , on fera 

V «* -f m* = h , V h* + n * = i ,V C + p* a k , 

et ainsi de suite j et comme chacune de ces quantités sa 
trouve déterminée par la précédente, la dernière donnera la 

valeur de 1/ a * + m* -f- n* + p 1 + etc. Pour construira 
ces quantités de la manière la plus simple , on re- 
gardera successivement chaque hypothénuse comme un 
côté ; par exemple , (fg. xo) ayant pris AB = a, élevez la 
perpendiculaire AC — c, et tirez BC qui sera h , on éleva ra 
au point C , sur BC , la perpendiculaire CD =u«;e t 
Sayant tiréBI?qui serai, à son extrémité D, on élevera sur 

BO la perpendiculaire DE~p, et BE sera k ouV a 1 -4* 

+ + 
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Si quelqües-uns de ces quarrés son! négatifs, alors oj* 
réunira à ce que nous venons de dire , ce qui a été dit 

gpGur construire j/ a ' 1 — fi 1 . 


Enfin si l’on avoit à construire une quantité de cette 


a V fi-j-c a\/ ( b 1 ) 

forme \/ d on la changerait en ’ . & , 

en multipliant haut et tas paT \/ d- f-e ; alors cherchant 
Ime moyenne proportionnelle entre b -j - c et d-j-c,et la nom- 

a m 

SnantTn, on auroit H construire d +7 » ce qui est facile. 

Au reste , il s’agit ici de règles générales ; on peut sou- 
vent construire d’iine manière beaucoup plus simple , en 
fartant toujours des mêmes principes > mais ses simplifi- 
cations se tirent de quelques considérations particulières 
et propres à chaque question, et ne peuvent, par consé- 
quent, être exposées qu a mesure que les questions en amè- 
nent l'occasion. Nous remarquerons seulement , entermi- 
îiant cette matière , que quoique la construction des quan- 
tités radicales , dont il vient d’être question, se réduise à 
prendre des quatrièmes proportionnelles, des moyennes 
proportionnelles , et à construire des triangles rectangles; 
cependant on peut quelquefois avoir des constructions 
plus ou moins simples ou élégantes , selon le méthode 

Î u’on emploie pour trouver çes moyennes proportionnel- 
cs ; c’est pourquoi nous.enseignerons ici deux autres ma- 
nières de trouver une moyenne proportionnelle entre deux 
lignes données. 

La première consiste à décrire surla plus grande ^ 42 ? des 
douxlignes données (//g. n) undemi-ccrcleAC2?;e*.ayant 
pris une partie AD égalé à la seconde , élever la perpen- 
diculaire DC, et tiret la cordé AC qui sera moyenne pro- 
portionnelle entre AB et AD ; car en tirant CB , le trian- 
gle AC B ( Géon. 6 b y est rectangle , et par conséquent ^ 
( Géom. ii2 ) AC est moyenne proportionnelle entre I hy- 
potbénuse . 4 # et le segment AD. 

La seconde manière consiste (fig.i2)à tirer une ligne AB 
'égale à la plus grande ligne ddnnée,ot ayant pris sur elle une 
partie AC égale à la plus petite, décrire sur le resté BC, un 
detni-cercle CDB , 'auquel on mène la tangente AP , qui 
C Gron j 129) est moyenne proportionnelle entre A^B c%AÇ. 

On voit donc que lès quantités jratioimejjes peuvent tou- 
jours être Construites par le moyen des J 4 gqq$ droites , et 
que les quantités radicales du second degftj peuvent 6.1,1$ 
«oustruîtes’ par lo cetcl'e Cl Ta îlg-ftc droit é Je tin». I L •. f- 


O 
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Quant aux quantités radicales de degrés supérieurs , 
leur construction dépend delà combinaison de différerw 
tes lignes courbes. Nous en parlerons par la suite. 

Nous allons nous occuper , pour le présent, des ques- 
tions dont la solution dépend de quantités ou rationnel- 
les ou radicales du second degré. 

Diverses questions de Géométrie , et réjlexiont 
tant sur La manière de les mettre en équation , 
que sur les diverses solutions que donnent ces 
Equations. 

aôo. Le principe que nous avons donné (67) 
pour mettre les questions en équation , s’appliqué 
également aux questions de Géométrié. Il faut de 
même représenter ce que l’on cherche , par un 
signe particulier, et raisonner ensuite à laide çle cè 
signe et de ceux qui représentent les autres quan- 
tités, comme si tout étoit connu , et que l’on 
voulût vérifier. Cette méthode ou manière dé 
procéder est ce qu’on appelle l’Analyse. Pour être 
en état de faire le raisonnement qu’exige cette 
vérification , il faut connoître au moins quelques 
propriétés de la quantité que l’on cherche. Il est 
donc clair que pour être en état de mettre lefe 
questions de Géométrie, en équation , i! faut avoir 
présentes à l’esprit lesconnoissancesquenous avons 
données dans la seconde partie de ce Cours. Dans 
la plupart des questions numériques , ou de la 
nature de celles que nous avons parcourues dans 
la prenfiète section, il suffit le plus souvent, pour 
appliquer le principe , de traduire en langage 
algébrique l’énoncé de la question , mais dans 
l’application de l’Algèbre à la Géométrie , il faut 
souvent employer encore d’autres moyens : nous 
tâcherons de les faire connoître à mesure que nous 
avancerons ; mais ce que nous pouvons dire en 
général , potir le présent , c’est qu’il n’est pas 
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toujours necessaire , pour vérifier une quantité » 
d’examiner si elle satisfait immédiatement aux 
conditions de la question 4- cette vérification se fait 
souvent avec plus de facilité, en examinants! cette 
quantité a certaines propriétés qui sont essentielle- 
ment liées avec les conditions de la question. Après 
cette réflexion dont nous aurons occasion de faire 
usagp, nous passons aux exemples, qui dans cette 
matière sont toujours plus faciles à saisir que les 
préceptes généraux. 

261 . Proposons-nous donc pour première ques- 
tion, de décrire un quaxré ABCD ( fig. i 3 ) dans un 
triangle donné EHI. 

Par ces mets, un train gle donné, nous entendons 
un triangle dans lequel tout est connu, les côtés , 
les angles ,1a hauteur, etc. 

Avec un peu d’attention, on voit que cettequestion 
se réduit à trouver sur la hauteur EF un point G 

Î iar lequel menant AB parallèle à HI , cette 
igné AB soit égale à GF ; ainsi l’équation se 

F résente tout naturellement, il 11’y aqu a déterminer 
expression algébrique de AB , et celle de GF » 
et ensuite les égaler. 

Nommons donc a la hauteur connue EF ; b y 
la base connue HI , et x la ligne inconnue GF; 
alors EG vaudra a — x. 

Or puisque AB est parallèle à HI , on doit 
( Géçtn. 1 1 5 ) avoir EF : EG : : FI : GB : : 
HI : AB ; c’est-à-dire , EF : EG : : HI : AB , 
ou a : a — *■ a x : : b : AB , donc ( Aritfi. 179 ) 

AB ra — — - — — ; puis donc que AB doit être égal 
a b — b x 


a GF, on aura — - — = x ; d’où , par les règles 
de la première Section , on t'nc .v = 


a ,b 


- t 


? 
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Pour construire cette quantité, il faut, confor- 
'mément à ce que nous avons dit ( 246 ) , trouver 
une quatrième proportionnelle à a + b , et a , 
ce que l’on exécutera en cette manière. On por- 
tera de F en O une ligne FO égale à a + b , 
c’est-à-dire , égale à EF t HI , et l’on tirera EO ; 
puis avant pris FM égale à Ht ■=b , on mènera, 
parallèlement à EO , la ligne JM G, qui, par sa ren- 
contre avec EF , déterminera GFpour la valeur de x; 
car les triangles semblables EFO , GFM , donnent* 
FO : FM : : F£ : FG , ou a 4- b : b : : a ; FG ; 


FG vaudra donc 


a b 
a-\rb‘ 


202. Proposons-nous pour seconde question , 
celle-ci... Connaissant lajongueur de la ligne BC 
{ fig. 14 ) , et les angles B et C que forment avec . 
elles les deux lignes BA et CA , déterminer la 
hauteur AD à laquelle ces deux dernières lignes se 
rencontrent. 

On fait entrer les angles dans le calcul algébrique, 
2 l’aide des mêmes lignes qu’on emploit dans la 
Trigonométrie , c’est-à-dire , à l’aide des sinus , 
tangentes , etc. Ainsi quand on dit qu’on donne 
un angle , l’angle C, par exemple , on entend que 
l’on donne la valeur de son sinus ou de sa tan- 
gente; cela posé, nommons B = a, AD --y. 
Dans le triangle rectangle ADC , nous aurons 
(Géom. 296) CD : DA :: comme le rayon est 
à la tangente de l’angle ACD , ou CD : y : ; 
r : m , en appelant r le rayon et tri la tangents 


de l’angle ACD; donc ( Arith. 179 ) CD — — -~- 

" Par un raisonnement semblable , on trouvera , en 
jiorpmant n la tangente de ABD , BD : y : : r : n ; 

donc BD = ; or BD f DC = BC r= a . 

donc — - -f- -— =a.D oui on Urey = : * 

» 4 J rnjrm 


I 
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Connaissant les trois côtés .d'un triangle ABC 
X fig. i 5 ) , trouver les segmens AD et DC , formés 
ar la perpendiculaire BD , et la perpendiculaire 


îc 


) elle- 


meme. 


Si je connoissois chacune de ces lignes , voici 
comment je les vérifierois,. J’ajouterois le quatre 
de BD avec le quarré de CD , et je verrois si 
la somme est égale au quarré de BC ; ce qui doit 
être , puisque le triangle BDC est rectangle 
( Geem. r 64 ): J'ajoutcrois de même le quarré 
de AD au quarré de BD , et je verrois si la 
étomme est égale au quarré de AB. 

Imitons donc ce procédé , et pour cet effet 
nommons BD , y ; CD, x; BC = a ; AB = b ; 
AC = c ; alors AD qui est == AC — CD sera — 
c — x. Nous aurons donc xx fyy = a a , etcç 
— aex + xx Tyy = bb. 

Comme xx et y y n’ont, dans chaque équation , 
d’autre coefficient quel’unité, je retranche laseconde 
équation de la première , ce qui me donne , tout 
* de suite , 2 ex — c c ~ a a — b b ; d’où- l’on 

a a — b b ^ c c a a — b b r 

tire x = 1- i c , . . . . 

2 c 2 c » r ’ 


qu’on peut écrire ainsi , 

1 («+»)(«-*) , 

x — * ^ + 


c. (2 5 ) 


Or , sous cette forme, on voit , d'après ce qui 
a été dit ( 246 ) , que pour avoir x, il faut cher- 
cher une quatrième proportionnelle à c , a 4- b 
«ta — b ; et l’ayant trouvée , en prendre la moitié 
que l’on ajoutera avec' \ c , c’est-à-dire, avec la 
moitié du côté AC ; ce qui est absolument con- 
forme à ce que nous avons dit ( Géom. 3 cA ). 

Mais on peut tirer plusieurs autres conclusions 
de ces mêmes équations : nous allons en exposer 
quelques-unes pour accoutumer les commençons à 
lire dans une équation ce qu’elle renferme. 
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255 . î.® l’équation^î c x — c c — — a a — 5 5 , est f* 
Xnâme chose que c. ( 2 x — c)s*s=(fl + 5 )(a — b). 
Or , puisque le produit des deux premiers facteurs est 
égal au produit des deux derniers, onpeut * considérer 
les deux premiers, comme les extrêmes , et les deux der- 
niers comme les moyens d’une proportion , et l’on aura 

par conséquent c : a -f- 5 : : a — b : 2 x c ; or 2 x — c 

est x — c — x ; donc en remettant à la place do ces 
lettres, les lignes qu’elles représentent, on aura AC : BC -f- 
AB'. : BC • — AB : CD — AD , ce qui est précisément co 
que nous avons démontré ( Geom. Z02 ). 

266. 2. 0 Si du point C comme centre, et d’un rayon égal 
0 BC, on décrit l’arc B O , et si l’on tire la corde BO , on 

aura BD* H- D(P = BO 1 ; or DO = CO — CD. 
ï— i— BC '—CD ■= a — x j donc ÉO * szzyy -{* aa — 2 ax 
■xx; mais nous avons trouvé ci-dessusyy -f-xx =aa ; 

mettant 
, on aura 


donc BO 1 = 2 aa — 2 a x == 2 a (a ■ 

aa — b b 

donc pour x , sa valeur 


■* ) i 

h- C C 


BO 1 = 2 a 
' 2 ac — a a ■ 


( 


2 C 

b B — a a — 


•c c 


2 c 




2 a 


( 


-ce- 


2 C 


\-bb ^ 


X ( bb — € — a x .)i 


parce que 2a c • — ■ a a — c c 3= • — ( a a — 2 ac — 
=2: — — ( c a ) ? ; or (2 5 ) en considérant c 

comme une seule quantité, on 

( b —i— c* - 


c e 

a 


a) (5 


a b b — — c — a a =2 
c - 1 - a ) 


donc B 0 1 =2 


■( b -4- c — a ) ( b — c 


a ) qu’on peut 'mettre 
sous cette autre forme BO 1 = ■— ( a + fi -J- c — 2 a ) 


( a -f 5 -+- c ■ 




donc si on nomme 2 s la somme 


des trois côtés, on aura BO 1 = ~( 2 s — 23 } 


* Dorénavant lorsque nous aurons ainsi partagé chaque membre 
d’une équation en deux facteurs , nous conclurons tout .de suit® 
la yroportiou.il suffit d’être averti , une fois pour toutes, que 
tiçs que deux produits sont égaux , les facte.urs.de l’un peuvenç 
être considérés comme les extrêmes d’aue proportion dont le® 
facteurs de l’autre seroient leSrtKjyens \.Arifh » 1Î0. } 

- r r 

» - . î • 1 .‘,i é tj A J t , t; | 1 a «J 1 à — • • » ✓ Jtiaj ’ixLÀt+J -j 4 x v 
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X 2S — 2 c) = 4.-- C s 1 — • a ) ( s — c ) } or» du 

c ' 

point C, on abaisse sur O B la perpendiculaire Cl , on aura 
( Giom. 295 ) dans le triangle rectangle CIO , cette pro-t 
portion CO : 01 : : R : siu. OCl , c’cst-à-dire , a : * 

B O : R : : sin. O C I ; donc \ B O = — —S~— 

R t 

la sin. OC I — 

eu B O = jj ; et par conséquent BO x =» 

4 a* ( sin. O C I )* 

* pl égalanfces deux valeurs de EO i i 


4 a 


4a 


en aura ( sin. OC I )* = — - (r — a)(s—c), 

eu en divisant par 4 a , et chassant les dénominateurs , a c 
( sin. OCl 1 = R x ( s — a ) ( s — c ) , d’où l’on tira 
cette preportionac : (s — a ) ( s— c) : :R 1 : (sin. OCiy , 
qui est la réglé que nous avons donnée ( Gèom. 3c4) 
pour trouver les angles d’un triangle par le moyen 
des trois côtés, mais dont nous avons renvoyé la 
démonstration à cette troisième partie. En effet, or est 
le produit des deux côtés qui comprennent l'angle BCA f 
ï — a et s — c sont les deux restes qué l’on a en retran- 
chant ces deux mêmes côtés successivement de la demi- 
somme, R est le rayon, et OCl est la moitié de l’angio 
BCA, puisque C I est une perpendiculaire menée 
du centre C sur la corde B O. 

Ib-J. 3.° L’équation y y -+- x x = a a, donne y y =a a 
x x ■= ( a -4- x ) ( a x ) j donc en mettant pfturx , 
sa valeur, on aura- 


f a a — Sb-Rcc 

= 


( 


2 C 

c a a -f” cc — b b 


)C 


1 b — a a — 


c c 


2 C 

a -f- c 1 — h b 


2 c 


>xC 

■)x( 


lac — a a- 


2 c 

• c c -\-bb \ 




* 2 C 

h b — t — a 1 


2 C 


)r 

^ (q+c4-&) (q+c — b) ^ ^ ^ (6-j-c— a)X(b— rfeb . 

dpnc4ccyy=-(s-+- c -{-é)(a-|-c — i)( b- 4-c -*» ) 
( £ — ~ c -f- a), ou 4 ccyy .=== ( a -}- b -{- c ) 
^ a + i H- r — îi) (a + i fc — 2 a ) ( a + £ r c — z r ) » 
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donc en nommant as la somme a + b -f c des trois côtes,» 
ôn aura 4 c c y y = c s . (2 s — ■ 2 b ){ 2 s — aa) 

( 3 s 2 c ), ou 4 C c y. y = 16 s. (s — - a)(s ~ h ) 

( s } ou divisant par 16, réduisant, et “tirant la racine 


(a — a) ( s —b) ( S' — c). 


, C y rr- 

quarree , — — y 

es A Cx BP . r , • , A „r' 

ais M— ^ ou est la surface du triangle AB C ; 

2 2 


donc pour avoir la surface d’un triangle , par le moyen des 
trois côtés, il faut de la demi-somme retrancbersuccessiv'c- 
ment chacun des trois côtés , multiplier les trois restes 
entr’eux et par la demi-somme , et enfin tirer la racine 
guarré 3 de ce produit. “ > 

258. 4-° L’équation 2 cx — c c = aa — bb, donne b b 
, — aa+cc— 2cx ; mais si la perpendiculaire tomboît 
^ors du triangle , on auroit , en conservant les mêmes 
dénominations C/rg. 16) ,yy-i- x x ==a o,ctyy c c+a c* * 
+ x x ~z b b , parce que AU qui étoit à — x, est ici r 4 - x. 
Donc retranchant la première équation delà seconde ,on 
auroit cc+ 2cx*== bb — d«,ouc( tf-2 *) = (i+<i) 

X r b — a ) , qui donne c : ô + a : : £ — a : c ï 2 x j 
or c - + 2 x étant x -- c + -x est CD + AD ; dcnc AC $ 

A B + BC : : AB — BC : CD -+- AD , ce qui est la 
seconde partie de la proposition que nous avons démon- 
, trée ( Géom . 3 o 1. ) 

â 5o. 6.° La même équation ç c -f 2 c x =*= b b — a a j 
donne b bss a a + c c + 2 c x -, comparant donc à l’équa-, 
tion b b ==a a x cc— 2 c x qui convient à la fig. tb, on 
voit que le quarré b b du côté A JSopposé à l’angle aigu C 
vaut moins que la somme a a -f a c dès quarrés des deux au- 
tres côtés , puisqu’il vaut cette somme diminuée de 2cx.Au 
contraire le quarré b b du côté A B opposé à l’angle obtus 
( fi? 16) vaut ûdiccf 2c x, c>st T â-dire , plus aue la 
somme des quarrés des deux autres côtés. On peut donc , 
par ces deux remarques, lorsqu’on a à calculer les angle» 
d’un triangle par le même moyen des côtés, reconnoîtra 
ÿ l’angle que l’on cherche , doit être aigu ou obtus. 

160. 6.° Les deux équations’^ b = a a + cc — 2cx, 
et 6 f> = a a + c c + 2 c x , confirment ce que nous avons 
dit#ur les quantités négatives. Car on voit que selon qua 
]a perpendiculaire BD {fig. ib et 16) tombe dans le trian- 
gle ou au-dehors, le segment CD estde différens cotes. Of 
da;is ces équations le terme x c rf a en effét des signe* 
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•ontraires. Donc, réciproquement , quels que soient les 
calcul, que i on eura faits ]>oliï 1 un de ces triauoles, on 
aura ceux qui conviennent pour les cas analogues du se- 
cond . en donnant des* signes contraires aux parties qui 
seront situées de diflprens côtés, sur une même ligne 
or dans ce que nous avons dit ci-dessus, tant sur le call 
cul de 1 un des angles, que sur celui de la surface le 
segment CD n'y entre plus; donc ces deux propositions 
appartiennent indifféremment à toute espèce de triangles 
rectiligne. e 

• On pourrait tirer encore de «es mêmes équations 
plusieurs autres propositions; mais nous avons d’autre* 
objets a envisager. 

261. Quoiqu'on général on ait d’autant plus de 
ressources et de facilite pour mettre les questions 
de Géométrie en équation . que l’on connoît un 
plus grand nombre de propriétés des lignes ; ce- 
pendant , comme l’Algèbre elle-même fournit les 
moyens de trouver tes propriétés ? le nombre des 
propositions vraiment nécessaires , est assez limité. 
Ces deux propositions , que les triangles semblables 
ont leur côtés homologues proportionnels , et que 
dans un tr angle rectangle , la somme des querrés 
des deux côtés de l’angle droit est égale au qùarré 
de l hypothénuse , ces deux propositions, dis-ie 
sont la base de 1 application de l’Algèbre à la Géo- 
métrie. Mais selon la nature des questions , il peut 
y avoir bien des manières de faire usage de ces 
deux propositions: cet usage n’étoit point difficile» 
apercevoir dans la question que nous venons de 
traiter; mais dans les conséquences que nous avons 
tirées de sa résolution pour le calcul de l’angle 

r r des trois eûtes , l’idée de décrira 

i arc (f g. i5 ) pour calculer la corde B O ; 

et par sa moitié 01 , calculer le sinus de l’angle 
OCT, cette idée ne se présente pas d’abord. II 
en est de même dans beaucoup d’autres questions. 
44ntot ce sont des lignes qu’il faut, prolonger jus- 
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qu a ce qu’elles en rencontrent d’autres ; tantôt, 
des lignes qu’il faut mener parallèles àquelqu’autre, 
ou faisant un angle donne arec quelqu autre. En 
un mot, l'application de 1 Algèbre a la Géométrie , 
ainsi qu a toute autre matière , exige de la part 
de Y Analyste , un certain discernement dans le 
choix et l’emploi des moyens. Mais comme ce dis- 
cernement s’acquiert en grande partie par 1 usage , 
nous allons appliquer ces observations à divers 
exemples. 

262. Proposons-nous d’abord cette question, d'art 
point A (bg. 17) do lia situation est connue à l'égard 
des deux lignes HD et DI qui font tntr elles un angle 
connu HDl,«m une ligne drove AEG, de manière que 
le triangle inter ceptéEDG. ail une surface donnée; çe.st* 
dédire , une surface égale acelled un quarré connu cc. 

Du point A menons la ligne A B parallèle 
k DA, e t la ligne AC perpendiculaire sur DG 
prolongée ; du point E où la ligne AEG. doit 
couper DH , concevons la perpendiculaire Et.. 
Si nous commissions Et et DG , en les multi- 
pliant l’une par l’autre , et prenant la moitié du 
produit , nous aurions la surface du triangle EU Cr , 
laquelle devroit être égalé à cc. 

Supposons donc DG = x ; a 1 égard de EE , 
voyons si nous ne pouvons pas en déterminer la 
valeur, tant par le moyen de x , que de ce qu u 
y a de connu dans la question. 

Puisqu’on suppose que la situation du point A est 
connue, on doit regarder comme connue la distancp 
BD à laquelle passe la parallèle AB , et la distance 
AC du point A à la ligne DG prolongée. Nommons 
donc BD, a et AC , b ; alors les triangles sem- 
blables AB G et EDG, nous donnent BG :DG 
■; : AG : EG ; et les triangles semblables ACCrz 
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EFG , nous donnent AG ; EG : : AC : ÉF ; 
(donc BG : DG : : y*C : EF ; c'est-à-dire 

aFx : x : ;b :EF; donc (Arith.iy^)EFr =£-~~ — ^ 

puis donc que la surface du triangle EDG doit 


être égale au quarré c c, il faut que EF X 


cc, c’est-à-dire que 


h x x 

OU —t— X — - 


a -(-x 


D G 
2 

b x x 


2 a f 2 x 


= ç c, ou chassant le dénominateur, b x jc= iacc 
+ a c c x. 

Cette équation résolue suivant les règles des 
équations du second degré ( 99 et 100.), donne ces 

deux valeurs , *• = ^ -h )/ + ~~ ; 


donc celle qui a le signe — est inutile à la question 
présente. 

Pour construire la première je la mets sous la 
forme suivante. 

X *= C -T -+\/ ( T“ '+ 2 a ") *7“ T cela posé, 

posé , ayant tiré une ligne indéfinie PQ (fi g. t 8 ) , 
sur un point quelconque C de cette ligne, j'élève 
la perpendiculaire AC s b , et je prends sue 
CA et CP les lignes C O , CM , égales chacune 
au côté c du quarré donné ; ayant tiré AM , je 
lui mène par le poiijt O la parallèle ON qui me 

* C C 

détermine CN pour la valeur deT™, puisque les 
triangles semblables ACM , OCN , donnent AC 


* A l’avenir, toutes les fois que nous aurons à exprimer ufl 
terme d’une proportion dont trois seront exprimés algébrique- 
ment , nous prendrons , sans ea avertir davantage , le produit 
des deux moyens divisé par l’extrême , ou des deux extrêmes 
divisé par le moyen , selon que le terme cherché sera ua 
jixtrême ou un moyen. - 

fllartM' Algèbrt* S 


« 


( 
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: OC : : CM : CN , c’est-à-dire b : c : : c : CN } 

C r , * 

•donc CN 55 -j— ; cela étant , la valeur de x 

devient donc xzx CN 4- ~V (CÎV+2a) X CiY; 
or V ( C/Y + 2 a ) X CN exprime (249) une 
moyenne proportionnelle entre CN et CN + 2 « ; 
il ne s'agit donc plus que de déterminer cette 
moyenne proportionnelle , et de l’ajouter à CN. 
Pour cet effet , sur NC prolongée , je prends 
CQ zx 2 a et sur la totalité NQ , je décris le 
demi-cercle NVQ rencontré en V par CA ; je 

f iorte la corde NV d e N en P , et j’ai CP pour 
a valeur de x; car NV ( Géom. r 1 2 ) est moyenne 
proportionnelle entre NC et NQ , c’est-à-dire , 
entre CN et CN + 2 a ; donc NV ou P N zz 
l/ ( CN + 2 a ) X CN ; donc CP zx CN 
+ PN = CN + V ”( 67 V + 2 a) X CNzxx; 
on portera donc CP de D en G {f.g' 17 ) , et l’on 
aura le point G par lequel et par le pointé .tirant 
AG, on aura le triangle EDG égal au quarre c<cr. 
a63. Si l’on veut savoir ce que signifie la seconde 

r c c h / t c c c 

valeur dc'x, savoir, x , = » 

on> remarquera que rien , dans la question , ne déjftmi- 
nants’il s’agit plutôt de l’angle EDG(fig. 17 ) que etc son 
égal E'DG' forme par le prolongement des lignes GD , 
£;D g t lesquantités donnéesétant les mêmes pourcelui-ci 
que pour l’autre, cette seconde solution doit être celle 
de la question où il s’agiroit de faire dans l’angle E'DG' 
la même Chose que nous avons faite dans l’angle EDG. En 
effet, en nommant D G 1 , x ; et conservant les autres dé- 
nominations , les triangles ABG ' , E'D G 1 , semblables à 
causeries parallèles AB et DE 1 donnent BG’ : DG' :: AGI : 
G’E’;e t en abaissantla perpendiculaire £' F', les triangles 
semblables ACG'.E’F'G’ donnent AG': G'E'::AC: F'E> ; 
donc BG 1 : DG' : : AC : F' E' , c’est-à-dire , a • — x 

b x 

ï * : : b : F' E’ ; donc Fl E' = P u ‘ s donc 
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que 4 a surface du triangle G' E 1 D doit être égale au 

b x 


X =fc 

2 


ce 


qu* 


quarré c c , il faut que 
donne b x x = 2 a c c. « — ■ 2 c c x , et par conséquent ,, 




c c 


c * 

T b 


2 a c c 

-j*- — £ — ) valeurs de x qui 


b J -' v b b 1 b 
sont précisément les mêmes que celles du cas précédent, 
avec cette différence quelles ont des signes contraires» 
ainsi que cela doit être , puisqu’ici la quantité x est prise 
du côté opposé £ celui où on la prenoit d’abord. Nouvelle 
confirmationdeceque nousavons déjà ditplus d’une fois, 
que les valeurs négatives dévoient être prises a#nsunsens 
opposé à celui où l’on a pris les positives. 

La construction que nous avons donnée pour le cas 
précédent , sert aussi pour celui-ci avec ce seul change- 
ment , de porter ( fig. 18 ) NV de N en K vers 0 } 
alors la valeur de x qui , dans le cas précédqnt , étoit 
CP , sera CK dans celui-ci. En effet , la valeur de x 

c c 1* 

qui convient au cas présent , est x = — — — ^ — *t* 


V 

V 


c' 
b b 


+ 


2 a c c 


ou 


c c ^ 


c 


ce 

T + a a ) X 


Cf 


, c’est-à-dire, x ’ =s — CN -f- 

v ( CN + 2a) X CN ; puis donc que NV >=> 
1 / ( C N -j- 2 a ) X C N , onaxs — CiV-f- NV 


onaxa 

on portera ÙK de 


ainsi 


e= — CN NK — CK ; 

D en G 1 (fig. 17 ), et l'on aura le point G> par lequel et 
par le point A tirant A G' E’ , on aura le triangle G’ DE' 
égal au quarré c c, c’est-à-dire , la seconde solution de la 
question. 

264. Nous avons supposé que le point A ( fig. 17 ) 
étoit au-dessus de la ligne BG ; s il étoit au-dessous , 
( fig. 19 ) la quantité b , ou la li^ne AC seroit négative, 
et les deux premières valeurs de x seroienl par consé- 

+ v » ou 


c c 


quent x ~ * — 


c c * 

i v ± 


V 


( 


c c 


— 2a ) X 

Sa 


c c 
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où l’on voit que le problème n’ést possible alors qu* 

. r c 

lorsque 2 a est plus petit que b~, puisque lorsqu’il est 
plus grand , la quantité qui est sous le radical , est 
négative, et par conséquent ( 98 ) les valeurs de x sont 
imaginaires ou absurdes. Lorsque 2 a est plus petit que * 
cc 

~TT , les deux valeurs de x sont négatives , c’est-à- 
dire, qu’alors le problème est impossible à l’égard de 
langle HPl ; mais il a deux solutions à l’égard de son 
égal E' DG'. Pour avoir ces deux solutions, il faut 


construire les deux valeurs x — 




— 2 a ) X 


c c 

~T 


9 


ce que l'on fera de la 


manière suivante. Ayant déterminé , comme ci-dessus la 
c c 

valeur CN de T", on prendra Ç.fig. 20 ) NQ — » a , et 
ayant décri t su r NQ commediamétreJedemi-cercle./VL'Q, 
on lui mènera la tangente CF , on portera ensuite CF do 
C en P vers N , et de C en K à l’opposito j alors AT et 
JVK seront les deux valeurs do x; on les portera (fig. 19 ) 
deDen G et de D en G ! ; et tirantpar Iapoint /1 et par les 
points G et G'Ièsdcuxdroitcs EG, E’G 1 , chacun des deux 
triangles FDG, E' DG' sera égal au quarrécc. Quanta co 
que nous disons que A’P et JVK (fig. 20 ) seront les deux 
valeurs de x , cela se tire de ce que ( Géant. 129 ) CF 
étant moyenne proportionnelle entre CiW et CQ , est =» 
\/~C Q X C N, ou ( en mettant pour ces lignes, leurs 


valeurs) CF ou CP ou CIv 


=y (F 


_ V . c c 

' - a J H 7— 

b 


donc JVP= CiV-CP V / -(£^-2a)Y • 

c c \/ c C v c c 

et NK S= CN + CK = F V ( b » 


or ces deux quantités sont les mêmes que les valeur dex, en 
changeant les signes ; donc ces mémos quantités portées 
de Divers G (fig- 19 ) seront les valeurs dex. 

221. Si le point A (fig - 65 ) étoit dans l’angle même H DI*, 
alors BD tombant du côté opposé à celui où il tomboitd'a- 
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fjord , a seroit négatif et les deux valeurs primitives de x, 

, C C | / C* Ztl'cc 

deviendraient x= y 4 ; F y-j — —y — , qui sont les 

mêmes ( en changeant les signes) que celles que nous 
renons de construire. On voit donc qu’alorson cloitcons- 
truire, comme on l’a fait {fig. îo ); mais porter les valeurs 
*iP et NK de x , les porter, dis-je , {fig. 21) de D versl ; 
et l’on aura les deux triangles DEG , Û E’ G' qui satis- 
feront tous deux à la question. 

2Ô&. Enfins le point A ( fig . ai ) pourrait être situé au- 
dessous de BD, mais dans l’angle BDE'. Alors a et b seraient 

y 

tous deux négatifs , ce qui donnerait x == — y -f- 



2 a c c 

~1 


qui 


sont 


précisément de signe 


«ontraire aux premières valeurs que nous avons trouvées 
pour x. On construira donc, comme on l’a fait {fig 18 ). 
Alors CK sera la valeur positive de x, et CP' sa valeur né- 
gative ; on portera la première , {fig- 2a) de D en G, 
vers B, et l’autre à l'opposite , c’est-à-dire , de D en G \ 
Nous avons insisté sur les différens cas de cette solu- 
tion , pour faire voir comment une seule équation les 
comprend tous ; comment on les eh déduit par le seul 
changement des signes ; comment les positions contraires 
des lignes sont désignées par la contrariété des signes , et 
réciproquement. Il nous re.*8 encore à indiquer quelques 
usages ne cette même solution. 


267. Si l’on proposoit cette question : D’un point donné 
A ( fig. a 3 ) hors d'un triangle ou dans un triangle dl.nné 
DHI, mener une ligne AF qui divise ce triangle en deux 
parties DEF , EFlH qui soient entr’elles dans un rapport 
connu et marqué par le rapport de m : n ; celte question 
trouverait sa solution dans la précédente. Car puisque le 
triangle DHI est donné, et que l’on sait Quelle partie le 
triangle DEF doit être du triangle DHI ; si l’on cherche 
le quatrième terme de cette proportion m -f-n : m : : la 
surface du triangle DHI , est un quatrième terme ; ce 
quatrième terme sera la surface que doit avoir le triangle 
DEF. Or on péut toujours trouver un quarré c c égal A 
cette surface (249); la question est donc réduite à mener 
par le point A , uno ligne AEF qui comprenne avec les 
deux côtés DH, DI, un triangle DEF égal au quarré rc ; 
e’est-à-dire, est réduite à la question précédente. 


✓ 
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268. 'On voit encore qu’on ramèneroit à la même question» , 
cel le de partager une figure rectiligne quelcotuque (Jtg. 24 ) 
parune ligne tirée d’un point quelconque^ , en deux par- 
ties BCFE , EFDHK , qui fussent entr’clles dans un 
rapport donné. En effet, la figure B CDHK étant supposée 
connue, on connoît tous ses angles et tous ses côtés ; on 
connoîtra donc facilement le triangle B LG formé par le* 
deux côtés K B et DC prolongés, puisqu’on connoît dans 
ce triangle le côté B C et les deux angles LB£? , LCB sup- 
plémensdes angles connus CBK tstBCF ; aicsi on cfoit re- 
garder la surface du triangle LEC cpmme connue ; et 
puisque celle de EBCF doit être une portion déterminée 
de la surface totale , elle est donc connue aussi ; la ques- 
tion est donc réduite à mener une ligne d£Fqui forme 
dans l’angle KLD , un triangle égal à unquarré connu. 
Enfin, cm voit par-lâ comment on partageroit cette figure, 
en un plus grand nombre de parties dont les rapports 
seroient donnés. 

269. Une remarque qu’il est encore à propos 
de faire, et que nous allons; confirmer par d’autres 
exemples, c’est que, si quelques-unes des quantités 
données qui entrent clans l’équation qui sert à 
résoudre une question, sont telles qu’en changeant 
leurs signes , en signes contraires , 1 équation ne 
change point ; ou si un changement de position 
dans la ligne, ou les lignes cherchées de la figure, 
n’entraîne aucun changement de position ni do 
grandeur dans les lignes données , alors parmi les 
différentes valeurs de x , lorsqu'il y en a plusieurs 
dansl’équarion,onen trouvera toujours une quiserala 
solution propre pourlecasqu’lndiquecechangement. 

Parexemplc*, dans la question que nous venons de traiter, 
on a vu que l’une dos valeurs de x donnoit directement la 
solution pour le cas où la ligne AEG (fig- 17) devoit tra- 
verser l’angle HDI , ainsi qu’on l’a supposé en faisant le 
calcul ; mais on a vu en même temps que la seconde va- 
leur de x donnoit la solution pour le eàs où il s’agiroit 
non pas de l’angle HDI , mais do son opposé au sommet. 

La raison en est qu’ayant dans chaque cas , les mêmes 
quantités données à employer, et les mêmes raiscmnemens 
à faire , on ne peut être conduit qu’à le même équation ; 
donc la même équation doit donner les deux solutions. 
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Nous allons en avoir encore des exemples , 
en parcourant d’autres questions. 

-270. Proposons-nous cette question : D’un 
point donné A hors d'un cercle BDC (Fig. 2 S) , 
tirer une ligne droite AE , de maniéré que sa partie 
DE interceptée dans le cercle , soit égale à une 
ligne donnée. 

Puisque le cercle B DEC est donné , son 
diamettre est censé connu : et puisque le point 
A est donné , si l’on tire p2r le centre O la 
droite AOC , on est censé connoître la ligne 
AB , et par conséquent la ligne AC. Pour savoir 
comment on doit tirerja ligne AE , il ne s’agit 
que de savoir de quelle grandeur doit être AD , 
pour que son prolongement DE soit égal à la 
ligne donnée. Je nomme donc AD , x -, la ligne 
connue AB, a ; la ligne connue AC, b; 
enfin , je nomme c , la ligne donnée à laquelle 
DE doit être égale. Cela posé , 

Puisque la figure BDEC est un cercle , les 
sécantes AC, AE doivent (Géom. 127) être 
réciproquement proportionnelles à Icuts parties 
j extérieures ; on doit donc avoir AC : AE : : AD : 
AB; c’est-à-dire , en vertu des dénominations 
précédentes , b : x -4- c : : x : a ; donc , en 
multipliant les extrêmes et les moyens , on 
aura xx -f- ex — ab , équation du second degré , 
qui , étant' résolue , donne x = — J t + 

V \ cc + ab , dont la première valeur , x *= 

“ ic H- V J cc + ab , satisfait seule à la 
question actuelle. 

Pour achever la solution , il faut construire v 
cette quantité , ce qu’on peut faire sans em- 
ployer les transformations enseignées (246.) 
Four cet effet , on tirera du point A, la tangente 

S 4 
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AT, qui ( Gèom . 129.) étant moyenne propor- 
tionnelle entre AB et AC, donnera AT* = ab ; 
la valeur de *• deviendra donc x = — J c + 

V ^ cc - 4 - AT*; tirons le rayon TO, il sera 
perpendiculaire AT (Gecm. 48),: si donc on 
prend TI = ’ c , alors , en tirant AI , on aura 

AI i cc -+-ÂT* ; donc>, pour avoir x , il 

ne s’agit plus que de porter TI de I en R , et 
de décrire du point A comme centre , et du 
rayon AH , 1 arc RD qui déterminera le point 
cherché D 3 car AD ou AR sera égal à AI — IR 

= AI — TI = V + ÂT* — * c = *. 

Pour connôître maintenant ce que signifie la 

seconde valeur , x a — \ c — \/ \ cc -f ab , 
il faut remarquer que , puisqu’elle est toute 
négative , elle ne peut tomber que du côté 
opposé à celui vers lequel tend AD. Voyons 
donc s’il y a quelque question dépendante des 
mômes quantités et des mêmes raisonneinens , et 
qui ait rapport à ce côté. Or, je remarque que, 
si l’on suppose a et J négatifs , l’équation xx 
+ = ab ne change en aucune maniéré 3 donc, 

puisqu’alors le cercle BDEC deviendroit B'Df 
È C 7 situé vers la gauche de la mémo maniéré 
que le premier l’est vers la droite , il s’ensuit que 
cette même équation renferme aussi la solution 
qui appartiendroit à ce cas 3 la seconde valeur 
de x , savoir x = — \ c — ^ cc H- ab 

appartient' donc à ce même cas , et satisfait à 
la même condition 3 c’est pourquoi , si dans la 
construction précédente , on porte ÏT , de I 
en R' , sur AI prolongé , et qu ensuite du point 
A comme centre , et d’un rayon égal à Â R ' , 
on décrive un arc qui coupe , en E 7 , la circonfé- 
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rence B / D / E / C / , le point E 7 sera tel que la 
partie interceptée E'D 7 sera égale à c ; en effet, 
AE' , étant égal à AR 7 ~ AI -+- IR 7 , vaudra 
VT c 5 -f- AT^ + } c, c’est J R-dire , sera .égal à 
la seconde valeur de x , en y changeant les signes. 
Or , puisqu’on porte cette quantité du côte op- 
posé à celui vers lequel on a supposé que ten- 
doit x , il. s’ensuit que AE 7 est véritablement la 
seconde valeur de x. 

Au reste , comme les deux cercles sont égaux 
et situés de la même maniéré , les deux solutions 
peuvent appartenir toutes deux au même cercle ; 
en sorte que, si l’on décrit du point A comme 
centre , et du rayon AR 7 l’arc R 7 E , la ligne 
AE résoudra aussi la question. En effet , il est 
aisé de voir que le point E , déterminé de cette 
maniéré , est sur le prolongement de la ligne AD 
déterminée' par la première construction. Mais 
des deux solutions distinctes que fournit l’algebre, 
la première tombe à la droite du point A , et ap- 

J jartient au point D de la circonférence convexe ; 
a seconde tombe à la gauche , et appartient au 
point E 7 de la circonférence concave. 

On voit par-là se confirmer de plus en plus , 
que les quantités négatives doivent être portées 
de côtés opposés , et réciproquement. 

271. Supposons maintenant qu’il s’agit de trou- 
ver sur la direction de la ligne donnée AR (fig.26 ) 
un point C tel que s A distance au point A , soit 
moyenne proportionnelle entre sa distance au point 
B et la ligne entière AB. . , 

Je 'nommerais , la ligne donnée AB ; et x 
la distance cherchée AC ; alors BC. sera a — x , 
et puisqu’on veut que AB : AC : : AB : CB , 
ou que a; x \ \ x \ a — a:, il faut , en multipliant 
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les extrêmes et les moyens , que xxe=.aa — ax' y 
ou xx ~y a, x ZZ a a , équation du second degré 
qui , étant rés olue , donne x m — J a + j/ 
\ a a + a a. • 

Pour construire la première valeur x — » 

i a m "j” 3 a ? •+- a & y il faut , selon ce qui 

a été enseigné ( 259 ) , élever au point B la per- 
pendiculaire BD zz J a , et ayant tiré AD , 
on aura A D ZZ }/ B D 2 4 - A »B* — 

V ? a a H- a a ; il ne s’agit donc plus que de 
retrancher de cette ligne , la quantité J a, ce qui 
se fera en ponant DB de D en O , alors AO 

vaudra { / \ aa -f- a a — J a , c’est-à-dire , 
5613 égaie à x ; on portera donc AO de A en C 
vers B , et le point C où elle aboutira sera le point 
cherché. / 


Quant à la seconde valeur de x , savoir — x « — — • 
■|/ ^ a a-\- aa ; si l’on porte BD de Dan O’ , sur le pro- 
longement de AD, alors .40'utaudra * a-\~V 5 «« -|- ee," 
puis donc que la valeur de xest cette même quantité , prise 
négativement , on portera AO 1 de A en C' sur A B pro- 
longée du côté opposé à celui vers lequel on a supposé , 
dans la solution, que x tendoit,et l’on aura un second point 
C 1 qui sera aussi , tel que sa distance au point A sera 
moyenne proportionnelle entre sa distance au poin B et 
la ligne entière A B. 

♦ 

Remarquons , en passant , que cette question renfermes 
celle d*e couper une ligne donnée AB en moyenne et extrême rai- 
fon ; aussi la construction que nous venons d’en donner , 
«st-elle Ja même que celle quenous avons donnée ( Géom. 
ï3o ). Maison voit que l’Algèbre nous conduit à trouver 
cette construction j au lieu qu’en Géométrie , nous sup- 
posions la construction déjà trouvée , et nous en démon- 
trions seulement la légitimité. 
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272. Si l’on fait un peu d’attention sur la march» 
que nous avons observée dans les questions pre*- 
cédentes, on verra que nous avons toujours pris , 
pour l’inconnue , une ligne , qui étant une fois 
connue , serviroit à déterminer toutes les autres , en 
observant les conditions de la questions. C est ce 
qu'on doit toujours observer ; mais il y a encore 
un choix à taire pour se déterminer sur cette ligne, 
il y en a souvent plusieurs dont chacune auroit 
également la propriété de déterminer toutes les 
autres si une fois elle étoit connue , or parmi celles- t 
là il en est qui conduiroient à des équations plus 
composées les unes que les autres. Pour aider a 
se déterminer dans ces cas , nous placerons ici la 
règle suivante. 

27 3 . Si parmi les lignes ou les quantités qui 
, étant prises chacune pour l'inconnue ,pcur -oient servir 
à déterminer toutes les autres quantités , il s en trouve 
deux qui y servent de la meme manière , ensorte qu on 
prévoit que l'une ou l'autre conduirait a la mente équa- 
tion ( aux signes ou — près ) ; alors , ' on fera 
bien de n’employer ni l'une ni l'autre % mais de pren- 
dre pour inconnue une autre quantité qui dépende ega- 
lement de l'une et de l’autre deccs deux-là; parexem- 
ple , de prendre pour inconnue leur demi-somme , 
ou leurdemi-différence , ou un moyen propor tic n- 
, nel entr’elles , ou , etc. On arrivera toujours à 
une équation plus simple qu’en cherchant A une 
ou l'autre, 

La question que nous avons résolue ( 270 ) , 
peut nous en fournir un exemple. Rien , dans 
cette question , ne déterminoit à prendre A D 
(Fig. 2 S). pour inconnue , plutôt que AE ; en 
prenant AD pour l’inconnue , on avoit x \ c 
pour AE ; et en prenant AE poux l’incoijnue x , 
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:on auroit eu j — c peur AD , et du reste ] lé 
calcul est le même dans chaque cas , en sorte 
que l’équation ne différera que par les signes. 
C’est pourquoi , si , au lieu de prendre aucune 
des deux pour inconnue , je prends leur demi- 
somme , et que je la nomme x , comme leur 
différence D È est donnée , par les conditions de 
la question, et est = c, on aura (Géom. Soi ) 
AE = x + i c, et AD = ï — je; et en 
employant le même principe que nous avons 
employé élans cette première résolution , nous 
aurons l’équation (a: H- j c) ( x — j c) = ab , 
on xx — \ cc — ab , équation plus simple , et 
qui donne x = ? cc - f- ab. D’où il est aisé de 

concl ure que AÈ , qui est x + j c , sera = j c 

4 - V j ce t ab , et AD = — j c + ]/ jee-f ab, 

comme ci-dessus (270). 

La question suivante nous fournira plusieurs 
exemples de l’application du même principe. 


274. D'un point D ( fig. 27, ) situé dans l'angle 
droit IAE , et également éloigné des deux cotés 
IA et AE, mener une ligne droite DB , de manière 
que la partie CB comprise dans l'angle droit EAB, 
soit égale à une ligne donnée. 

Ayant abaissé les perpendiculaires DE , DJ , 
je puis indifféremment prendre pour inconnue , 
CE ou AB, AC ou IB, CD ou DB. Si je prends , 
par exemple , CE pour l’inconnue , alors nom- 
mant CE , x ; et désignant par a , chacune des 
deux lignes égalés DE, DI qui sont censées con- 
nues ; nommant de plus c , la ligne donnée à la- 
quelle BC doit être égale , j’aurai AC *= AE 
— CE =1 a — xj et les triangles semblables 


wr 


de- Mathématiques. zîS 
DEC , CAB me donneront JB par cette pro- 
portion * CE : DE : : AC : AB ; c’est-à-dire , 
x : a : : a — x : AB ; d’où l'on tire AB =• 

a a — a x . , , . , 

— • Or par la propriété du triangle-rectan- 

gle ( Gèom. 164 ) on' a AC 1 AB 1 *=* 
BC * : substituant , au lieu de ces lignes , 
leurs valeurs algébriques , on aura (a — x )‘ -f- 

( a a — ■ a x\ , 

y 1 -* e c , ou a a — 2 a x t x x t 

X ' 7 

o 4 — 2 aï x + <j* x* 11/ 

— — — cc, ou, en chassant le denO- 

minateur, transposant et réduisant, x 4 = 2 a x 1 
-i~ 2 a a x x — c c x x — 2 x -f- a* r= o ; 
équation du quatrième degré , mais qui n’est pas , 
à beaucoup près , la plus simple qu’on puisse em- 
ployer pour résoudre cette question. 

Si , au lieu de prendre CE pour inconnue ^ 
nous prenions IB ; alors nommant IB , x , et 
imitant la solution précédente, on auroit une équation 
qui ne différeroit de celle qu’on vient de trouver , 
qu’en ce qu’au lieu de a — on auroit x — a ; 
c’est-à-dire , qui seroit absolument la même , 
puisque ces quantités y sont au quarré. Celle où 
l’on prendroit AB pour inconnue , ne différeroit 
que par les signes , de celle ou l’on prendroit 
AC pour inconnue. De même à l'égard de DB et 
de DC , l’équation où l’une sera prise pour inconnue, 
ne différera que par les signes , de celle où l’on 
prendroit l’autre pour inconnue ; il ne faut donc 
prendre aucune de ces lignes. 

Mais si nous prenons pour inconnue la somme 
des deux ligues DB et DC,^t si nous représentons 
jcetie somme par a x , alors ( Géom, 'io 1 ) nous 
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aurons DB = x ■+* i c , et DC “r ■*! f / 
or les parallèles Z)/ et Cz 4 , nous donnent, pouf 
trouver AB et AC, les deux proportions suivantes , 

D C : C B : : I A ou D E : A B , D B : C B 
z : DI: AC ; c’est-à-dire , x — i c :: c :: a 
: AB , et x -+- ï c : c : : a : AC ; donc AB 

= • — ——5— et A G = x l C -r ~ c > donc puisque 

le triangle rectangle CAB , donne AB -}- 

a 1 c* 

C 1 = B C , on aura ~J~\— ± c y + 

- a , , c -r^ - ce; ou bien , chassant les fractions , 

(jtTîCJ ’ 

et divisant par ce , a 2 (* + î c)' + a 2 (a: — - î c ) 
= (i + 'c)‘(r-lO’i faisant les operations 
indiquées, transposant et réduisant, on a x* > 

(Jcc+’2aa) ï 1 = * a a c c — - rs > équa- 
tion du quatrième degre , à la verUe , mais p us 
facile à résoudre que la précédente , puisque (170?) 
elle se résout à la manière de celles du second 


degré. 

On parviendra encore à des équations assez sim- 
ples si on emploie deux inconnues, dont l’une soit la 

somme des deux lignes AB et AC , .et 1 autre 
leur différence ; c’est-à-dire , si 1 en tait AB 
AC « 2 x , et AB — AC « 2 y , ce qui don- 
nerai = * + y , et AC = x — y : le triangle 


rectangle ABC donnera AB‘ + AC* = BO 
et les triangles semblables ABC , IBD donneront 
(Géom. 109 )AB : AC:: IB } ID; ce qui donnera 
les deux équations nécessaires pour déterminer 
e \ Y • de l’une on tirera la valeur de xx , qui 
étant substituée dans l’autre , donnera pour y, une 
équation du second degré. Mais nous laissons aux 
commençans à achever le calcul pour s exercer r 
çt nous revenons à notre équation. 
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Conformément à ce-qui a été enseigné ( 173 ) , 
«n aura ,r + — (^cc + 2 a a ) a* + ( ' c c + a a ) x 
— ( ^cc-^aa )‘ a c c — = a a c c + a* 

tirant la racine quarré», * x — (lcc + a «) = + 
V an ce + a* , et par conséquent x* = | 
cc +’a« + |/nu cc -j- a 4 : tirant la racine 

quarrée , nous aurons enfin x = + 1/ Jcr + aa 
a a c c + a h ou = + V \ c c ^ a a 
4 ■ a \ / c c + a a. 

Des quatre valeurs de x que donne la double 
combinaison des deux signes + , il n'y en a 
qu’une qui appartienne à la question telle quelle 
a été proposée , et cette valeur est ....... 

*3 + l / lcc + aa \ a V c c + a a. 


La valeur x = + V' \ cc + a a — a’V'cc^aa 
résout la question pour le cas pù l’on demanderait 
que la ligne CB fut dans le même angle que le 
point D ( voye^fig. 8 ) ; et alors x représente , 
non pas la demi-somme, mais la demi-différence 
des deux lignes BD et DC ; c’est, ce dont il est 
facile de se convaincre en nommant 2 x cette dif- 
férence, et résolvant le problème de la même ma- 
nière qué ci-dessus , car on aura DB = ’ c -f- .r , 
CD~ £ c — x , et les parallèles VI et CA 
donneront D B : C B : » D I : C A , et D C 
: CB : : Al : AB , ou £ c -J~ x : c : ; a : CA , 

et J c — x : c : : a : AB ; donc CA ~ — - — 

I C-+-X „ 

et A B gr 1 c _~ J donc à cause du triangle 
rectangle CAB , on aura + ^73— r^c* , 
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ou , après les mêmes opération^ que ci-< 3 essu 9 j 
jc + — ■' ( i ce -+- 2 a <3 ) x i — Jaaa — T ' s c* , 
équation qui est absolument la même que celle que 
nous venons de trouver pour la somme des deux 
lignes B D et C D ( fi g. 27 ). Donc la même 
équation satisfaisant aux deux cas, l’une des racines 
doit donner la somme , et une autre doit donner 
la différence ; or il est facile de voir que les deux 
que l’on doit prendre, sont celles que nous venons 
d’indiquer , puisque les deux autres racines étant 
toutes négatives , ne peuvent appartenir qua des 
ca* tout opposés à ceux qu’on a considères dans 
chaque résolution. 

Quant à ces fieux autres racines , pourtrouverà quels 
«as elles appartiennent , ilfaut observer que rien ne dé- 
termine dans la question présente , ou du moins , dans 
l'équation , si le -point P ( fig . 27 ) est , comme on l’a 
supposé d’abord, au-dessous de Ai et à gauche de AK , 
ou s’il est, au contraire, au-dessus de la première, et à 
droite de la seconde, comme on la voit ici à 1 egard de 
A 1 1 1 et de^' £’; or dans ce cas , la quantité a tombant 
de côtés opposés à ceux ou elle tomboit d’abord , est né- 
gative 5 donc on aura la solution qui convient à ce cas , 

si l’on met — a, au lieu do - 4 - a dans l’équation x 4 

(icc+îm)x J ,etc. trouvée ci-dessus; mais comme 
cette équation ne change pas alors, il s’ensuit que cette 
inêmeéquation doit aussi résoudre ces doux nouveaux cas; 
donc les deux autres valeurs de x sont , l’une la somme 
des deux lignes P b 1 et 'PC 1 ( fig. 27 ) , et l’autre leur 
différence ( fig . 28) Et l’on voit en effet qtto dans cette 
nouvelle position , les points s et C tombent de côtés 
opposés à ceux où ils tombûient d’abord , et queparcOn- 
séquent la somme, ainsi que la différence des deux lignes 
p b’ et dc \ doit être négative, comme l’équation les donne 
en effet. 

Pour construire la solution qu’on vient de trou- 
ver , on prendra sur EA prolongée (fig. 27 et 28 ) , 
la partie AN = c , et avant tiré IN , 011 portera 
cette dernière sur DI prolongée de I en K; sur 
DK comme diamètre, on décrira le demi-cercle 

KLP. 
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KLD rencontré en L par AI prolongés. Du 
milieu H de AN , on tirera IH que l’on portera 
de I en M ( jig . 2 7 ) , et on aura LAI pour la 
première valeur de x ; mais dans la figure 2 8 , on 
décrira du point L comme centre, et d’un^rayon 
égal à IH , un petit arc qui coupe IK , en Al-, et 
IAI sera la seconde valeur de x ; et puisqu’on a 
BD = x + î c , on aura BD — LM -j- A H 
( fi g. 27 ) et BD = IAt -H AH ( Jîg. 28 ) ; 
ainsi il n’y aura plus qu’à décrire du point D 
comme centre, et du rayon BD qu’en vient de 
déterminer , un arc qui coupe IA prolongée en 
quelque point B la droite D B sera telle qu’oa la 
demande. En effet , le triangle rectangle IAN 

( f.g . 27 « 28 ) donne IN ou IK = y iA L 

-f- AN 1 — y a a -i- c c , et puisque Ll est 
moyenne proportionnelle entre DI et IK , en a 

IL 1 — DI X IK = a \/ a a c c ; or le 
triangle rectangle IAH donne- IH ou Ail — 1 

y~IA ' -f- AH 1 = y a a-h 5 cc, et le triangle 
rectangle LIAI donne (Jîg- 27 ) LM «= y ML 

- - - T TT.. y;.. a 

4- IL 1 = y aa 4- £ cc 4- a V aa -+- ce 
X ; et (fi g- 28 ) IM = y LAV — IL î 

= ]/ a a -f- \ c c — a y aa + c c = x. 

Il faut remarquer au sujet de cette dernière 
valeur , que la construction que nous venons d’en 
donner , suppose que IH(fig. 2 8 ) est plus grand que 
Ll , ou tout au plus égal. S’il étoit plus petit , la 
question seroit impossible pour ce dernier cas ; c’est 
ce quefai tvoir aussi l'Algèbre ; cardans la va leur 

x = Vaa *f \ cc a V aa -h cc, si 
« a + \ c c , qui est IH : , est plus petit que a 
Marine. Algèbre. T 
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J/ a à + c c qui est IL 1 , la quantité que 
couvre le radical supérieur, sera négative, et par 
conséquent la valeur de x sera imaginaire. 

En prenant pour inconnue la somme des 
deux lignes, DB et DC (fi g. 27 ) ou leur diffé- 
rence (fi g. 28 ), nous sommes arrivésà une équation 
plus Simple qu’en prenant CL, ou AC , ou AB , 
ou IB , parce que la relation des lignes DBe t DC 
aux ligne» IB et AB est semblable a celle que 
les mêmes lignes BD et DC ont avec les lignes 
AC et CE ; c’est-à-dire , quelles peuvent être 
déterminées par des opérations semblables en em- 
ployant IB et AB , ou AC et CE. En général , 
comme l’équation doit renfermer tous les différons 
rapports que la quantité cherchée peut avoir avec 
celles dont elle dépend, cette équation sera toujours 
d’autant plus simple que la quantité qu’on choisira 
pour inconnue , aura moins de rapports différens 
avec les autres. , 

En voici un exemple bien sensible dans cette 
autre Solution de la même question. 

276. Puisque l’angle CAB (Fig. 2 9) est 
droit , si l’on conçoit que sur CB , comme dia- 
mètre , on décrive un cercle , il passera par le 
point A : tirons la ligne D A qui , prolongée , 
rencontre la circonférence en M ; alors il est 
aisé de voir que, puisque les lignes DI et DE 
sont égales , l'angle DAI ou son égal BAM sera 
de 45 degrés ; et puisque ce dernier a pour 
mesure la moitié de l’arc MB ( Glom . 63 ), cet 
arc M B sera donc de go° ; donc si l'on tire le 
rayon LM , le triangle DLM sera rectangle , et 
par conséquent en abaissant sur D M , la per- 
pendiculaire LN , le côté LM ! Gècm. 112) sera 
moyen proportionnel entre DM et MN, ou 
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ttttre DM et AN j puisque la perpendiculaire 
LN rend AN = NM { Géom . 5 2). Delà , il 
est aisé d’avoir une solution très -simple , en 
prenant AN pour inconnue. 

Représentons par x cette ligne AN, et 
nommons d la ligne D A qui est censée connue ; 
alors D M sera d 4 - zx , et puisqu’on a (selon ce 
qui vient d 'être remarqué) DM : LM : : LM : 
MN , on aura d f 2x : ï c ; 1 i c : x , et par 
conséquent dx -f- ixx = J cc , ou xx -b J dx 
5= | cc ; et en résolvant cette équation , x =3 

— 4 d ± \/'~^~dd + j cc. 

Pour construire cette quantité , je l’écris 

ainsi : x = — î d + {/ A ad + A ce -f- A cc. 
je prends sur les côtes Ao , AI de l’angle droit 
lAo , les parties Am , An égales chacune à 7 c , 
et achevant le quarré Ampn , je tire la diago- 
nale Ap qui sera perpendiculaire k DA , et 
égale à J/ A cc + A cc : je prends sur AD-, 
la partie Ar égale à J d ou î A D , et 
tira nt pr j’ai pr — V~~Ar 1 •+- A p* =* 

' J/ A dd H- A ce - 4 - A cc j il ne S’agit donc plus 
pour avoir la 1 valeur de x , que de retran- 
cher de pr la quantité \ d , ce qui se fera en 
décrivant du point r comme centre , et du rayon 
rp un arc qui coupe DM en N, ce qui donne 
AN pour la i. r « valeur de x en Sorte qu’élevant 
.au point N la perpendiculaire NL , que l’on 
Coupera en L par un arc décrit du point A 
comme centre , et du rayon \ c , on aura le 
point L par lequel et par le point D tirant DCB , 
on aura la solution. 

Quant à la seconde valeur de x , savoir , x- =s 

— \ d — ]/ A dd H- A c* A ? > on l’aura en 

portant rp de r en N', car alors AN' étant 

T a 
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égalé à. Ar -+■ r N 7 vaudra \ d - 4 - . i ; 

\/ A dd -t- A c* + A c l j c’est-à-dire , sera égale 
à la seconde valeur de x en changeant les signes ; 
et comme elle tombe du côté opposé à la pre- 
mière , elle sera , eu égard à tout, la véritable 
valeur de x dans ce second cas. On élévera donc 
aussi au point N 7 la perpendiculaire N 7 L 7 , 
que l'on coupera en L 7 par un arc décrit pareil- 
lement du point A comme centre et d’un rayon 
égal a J c : alors , tirant par le point L 7 et par 
le point D la droite B 7 L 7 D, on aura la seconde, 
solution dont la question peut être susceptible : 
c’est ce dont il est aisé de se convaincre en jetant 
les yeux sur la figure 3 o , et y appliquant mot 
à mot, ce que nous avons dit de la figure 29, 
au commencement de cette solution' ; on verra 
qu’en nommant AN ou MN , x , et conser- 
vant les autres dénominations les mêmes , on 
aura DM : LM :: ML : MN ; c’est-à-dire , 

a t — d : } c :: 1 c : t, et par conséquent , 
2 ?x — dx = \ cc \ d’où l’on tire x ~ \ d 

\/ A dd + A cc -+- A ce dont une des valeurs est . 
précisément la même que celle dont il s’agit ; 
les signes seulement sont différens , ainsi que 
cela doit être. 

Mais il se présente ici une remarque impor- 
tante à faire. Il peut arriver que l’arc que l’on 
voudra décrire du point A (Fig. 29) comme 
Centre , et du rayon l c , ne rencontre pas la 
perpendiculaire N 7 L' , parce que la quantité | c 
peut être plus petite que AN 7 . Or , nous avons 
dit que , lorsque les questions du second degré 
étoient impossibles' , l’algèbre le faisoit con- 
naître : cependant , dans 1 équation *= — \ d 

— V A dd +■ A c'~ + rs c 1 > rien ne manifeste 

. ' / 
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dans quels cas cette impossibilité a lieu ; car 
tout est nécessairement positif dans le radical. 

Voici l'a solution de cette difficulté. Il est in- 
contestable que lorsqu’une question exprimée 
algébriquement , sera impossible , l’algèbre ma- 
nifestera cette impossibilité ; mais il faut bien 
faire attention que ce sera lorsqu’on aura exprimé 
par cette même algèbre , tout ce que la question 
suppose , soit explicitement ; cr , c’est préci- 
sément ce qui n’a pas iieu ici. En effet, la ques- 
tion Suppose tacitement que les trois points D , 
A , L , ne sont pas. sur une même ligne droite , 
fct c’est cè que nous n’avens point, exprimé 
algébriqücment; nous avons exprimé que LM 
éloit moyenne proportionnelle entre DM et MM, 
propriété qui appartient, à la vérité, au triangle 
rectangle , mais qui peut avoir lieu aussi lorsqué 
les trois points D , A , L , sont supposés en ligne 
droite. En effet , il est évident qu’on peut sè 
proposer cette question Trouver sur la direction 
DL (Fig. 3 i) , quel intervalle il faudrait laisser 
- entre les deux droites -DA et ML de grandeurs 

t J 

connues , pour que ML soit moyenne proportionnelle 
entre DM et MN , le point N étant le milieu de AM. 
Or, cette question conduit (comme il est facile 
de s’en assurer) précisément à la même équation 
que ci -dessus , et celte équation donne deux 
solutions ; l’une , pour le cas où les deux points 
A et M sont entre D et L ; l'auuc , pour le 
cas contraire. Il n’ett donc pas étonnant que , 
lorsque la première question devient impossible 
(dù moins dans un des cas) l’algebre n’çn dise 
rien , 'püiscju çÜé doit donner la solution de cette 
seconde question qui est toujours possible. 

276. Cette réflexion nous porte donc à dis- 
tinguer dû'ufc sortes de questions ; savoir , les 

T 3 
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questions concrètes , et les questions abstraite^, 
Par les premières , on doit entendre les ques- 
tions de la nature de l’avant-derniere , où ce que 
l’on cherche est spécifié ou particularisé par quel- 
que condition , quelque propriété , ou quelque 
construction particulière , que l’équation n’ex- 
prime point. Les questions abstraites , au con- 
traire , seront celles où les quantités sont con- 
sidérées uniquement comme quantités , et où 
l’équation exprime tout ce que la question ren- 
ferme , comme dans la derniere question. Celles- 
ci peuvent toujours avoir autant de solutions , 
soit positives , soit négatives , que l’équation a 
de solutions réelles ; au lieu que le nombre des 
solutions d’une question concrète est souvent 
moindre que le nombre des solutions , mêmes 
positives , de l'équation ; la question suivante , 
■qui est de cette derniere espece , nous en four- 
nira un exemple, 

277. Supposons que ABED ( fig. 82 ) repré- 
sente une sphère engendrée par la rotation du demi- 
cercle ABE autour du diamètre AE. Le secteur 
ABC , dans ce mouvement, engendre un secteur 
sphérique qui est composé d’un segment sphérique 
engendré par la rotation du demi-segment A BP , 
et d’urf cône engendré par le triangle rectangle 
B n Ç. Supposons qu’on demande en quel endroit le 
segments phérique et le cône seront égaux entr’eux. 

Pour résoudre cette question, il faut se rappeler 
( C-éom. 247 ) que le secteur sphérique est égal au 
produit de la surface de la calotte B AD, par le 
tiers dp ravon^C. Or la surface de la calottç 
( Gt ! c : n. j 2 ‘r ) se trouve en multipliant la circon- 
férence ABED par la hauteur^/ 3 de cette calotte. 
Popési on représente par le rapport de r : c le 
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rapport du rayon d’un cercle à sa circonférence , 
et si l’on nomme AC , a ; AP x ; on aura la 
circonférence AEDE par cette proportion r : e 

: ; a : AB DE qui sera donc — ; donc la surface 
de la calotte sera — — , et par conséquent, la soli- 

dite du secteur sera — x 1 a ou ■»' 

r or 

Pour avoir la solidité du cône , il faut multiplier 
la surface du cercle quilui sert de base, c’est-à-dire, 
la surface du cercle qui a pour rayon BP, par le 
tiers de la hauteur CP : or puisque CP = CA — 
AP =e a — x , et que CB = a , on aura dans le 

triangle rectangle PPC, BP s— V CB* — PC* = 

a a — a a -4- 2 ax — xx ==' \A 2 a x — x x ; 
mais pour avoir la surface du cercle qui a pour 
rayon. BP , il faut multiplier sa circonférence par . 
la moitié du rayon , et pour avoir cette circonfé- 
rence, il faut calculer le quatrième terme de cette 
proportion r : c : : V' 2 a x — x x est à un 

, s ; . c\/ 2 ay — ■ xx . 

quatrième terme qui sera — • ■— > — ; muiti- 

pliantdoncparîamcitiédu rayon V 2 a x — xx , 

on aura — — —7-^ peut la surface de la base* 

du cône , multipliant cette surface par le tiers de la 
hauteur CP , c’est-à-dire^; par — 3 — , 011 .aura 

1 — X — 2 — pour la solidité aucune; 

or pour que le cône soit égal au segment , il faut 
que le secteur qui est la somme des deux , soit 
double dq l’un ou de l’autre , il faut donc qqp 
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caax 2 ax — xx a — x taux 

— - 2C X — r , X — > °u TT =* 

e . 2 j v — xx . a — x . # 

■ — — " j en supprimant 2 , facteur 

commun du numérateur et du dénominateur; telle 
est 1 équation qui résoudra la question. On peut 
simplifier cùtte équation en supprimant 3 r, qui est 
diviseur commun, ci ex qui est le multiplicateur 
commun des deux membres ; alors on aura 
fia sn s 2a — x.a — x,oux.v — 3 = — an; 
d’où l’on tire , selon les règles de la première sec- 
tion , x ■=■ l a -h 1/ { a a ; or d^ ces deux 
solutions, il n’y a que x- ==* 1 a — Y \ a a 
qui puisse satisfaire ,- puisquïl est évident que 

x ~ *| a -4- Y a a a valant plus que 2 a , 
c’est-à-dire , plus que le diamètre , la solution quelle 
indique ,, ne peut convenir à la sphère. 

Si l’on veut construire la solution *■ — — 1 a — 

1 /\ a a on lui donnera cette forme x =■ \ a 

— Y î aa — fl a ; et ayant pris AM =* 1 a , 
on décrira sur AM comme diamètre , le dëmi- 
cetcle AOM , et ayant inscrit la corde AO égale 
à « , on tirera OM que l’on portera de M en P 
vers A ; le point- P où elle aboutira , déterminfera 
h hauteur AP ou x. En effet, à cause du triangle 
rectangle AOM on a OM ou PM = Y AM 1 — 
ÂÔ* ==' Y ? a a — a a ; donc AP — ÀM — 

PM s-rrs la — Y \ a à — a a = x. 

Quant à la seconde solution x = } a + 

V Id fl, elle n’appartient point, ainsi que nous 
venons de le dire , à la question présente ; mais 
elk- appartient, ainsi que la première, à cette autre 
question abstraite , que la lecture de l’équation 


Digitized by Google 


de Mathématiques. £9,7 
x x __ 3 a x = — a a , ou 3 a x — x x *= a a > 
fournit : la ligne connue AN ( fig ; 33 ) étant par- 
tagée en troisparties égales aux points Val) prouver 

sur la direction de cette ligne un point i , tel que 
la partie AD soit moyenne proportionnelle entre 
les- distances du point P aux extrémités A et 
En effet , si l’on nomme a le tiers AD de la ligne 
connue AN , èt AP x- , on aura PN — 3 a — x , 
et les conditions de la question donnent cette pro- 
portion a : 3 « - d’où on tire 

cette équation 3 âx — xx — aa, dont les deux 
facines sont x=la+V?aa comme ^ ct- 
dcçsus ; on les aura toutes deux aussi par la meme 
construction, excepté qu e pour la seconde, c est-a- 
ftiur X = lad, on portera MO 

de M en P' vers N , et alors Al et AP seront 
les deux valeurs de x. 

Autres Applications de l Algèbre, a diras objets. 

-27?. Pour résoudre la derniere question , nous 
avons .été obligé dè calculer l’expression algé- 
brique d’un secteur sphérique et du cône qui en 
fait partie. Les corps que nous avons considérés en 
ôéométrie , reviennent souvent Jansplusieurs ques- 
tions, êt principalement dans les questions 1 liysico- 
màtliéHiatiques , parce qu’ils sont les élemens dé 
tous les autres. Il est donc à propos un Se fami- 
liariser avec les expressions algébriques, soit ce 
leu» totalité , soit de leurs parties. Outre que cela 
sera utile dans la 4'. partie de ce Cours, ce a nous 
fbùrnira encore l’oçcâsion de faire voir lutllite 
de l’Algèbre [pour la comparaison des corps, 
et pour la mesure (le ceux qu’on peut y rapportai. 

1 Si l’on représente èn général par r : c le rapport 
du rayon à la circonférence d un cercle [ rapport 
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que l’on connoît avec une exactitude plus qüè 
suffisante ( Gèom. 1 5 a ) pour la pratique ] ; alors la 
circonférence de tout autre cercle dont le rayon 

C a c a w i ca 1 . 

seroit a , sera , et sa surface — — X —a, ou 

’ r r 2 ’ 2r 


On voit par-là que les surfaces des cercles 

croissent comme les quarrés de leurs rayons ; car 

c ' # ca * 
étant toujours de même valeur, la quantité - - 

ne croît qu’à proportion de ce que croît a \ 

Si h est la hauteur d’un cylindre dont le rayon 

, - . „ c a 2 

de la base est a , on aura ( Geom. 287 ) a - f - X h 


pour sa solidité ; par la même raison , on aura 

. _11 * ‘ 

•X h' y pour la solidité d'un autre cylindredont 


2 r 


la hauteur seroit h' , et dont le rayon de la base 
seroit a' -, en sorte que les solidités de œs deux 

c a 2 ' 

Cylindres seront entr’elles:: X h : c a ~ XA 7 , 

2 r 2 r 

ou : : cf h : a 11 h' , en supprimant le facteur 

C 

commun 2 7 ; c’est-à-dire, que les solides des 
cylindres sont comme le produit de leurs hauteurs 
par les quarrés des rayons de leurs bases. Si les 
bauteurssontproportionnelles aux rayons desbases, 
alors on a h : h' : : a : a ' , et par conséquent 

h. ci} k . 

h' — — — ; et le rapport a h : a n h' devient 

a 1 h : ■■ - * ou , ( en .supprimant le facteur 

commun h , multipliant par n j "et supprimant le 
dénominateur a ) devient a* : a 1 ; c'est-à-dire 
qu.’ alors les solidités sont comme les cubes des 
rayons des bases. 
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En général , les surfaces , comme nous 1 avons vu 
en Géométrie , dépendent du produit de deux 
dimensions , et les solides du produit de trois 
dimensions ; ainsi si chaque dimension de 1 un de 
deux solides ou de deux surfaces que Ion compare, 
est à chaque dimension de l’autre, dans le môme 
rapport, ces deux surfaces seront entr’elles comme 
les quarrés , et ces deux solides seront comme les 
cubes de deux dimensions homologues ; et plus 
généralement encore, si deux quantités quelconques 
de même nature , sont exprimées par le produit 
de tant de facteurs qu’on voudra , et si chaque 
facteur de l’une est à chaque facteur de 1 autre , 
dans un même rapport , ces deux quantités seront 
entr’elles comme un facteur homologue de chacune 
dlevé hune puissance d’un degré égal aunombrede 
ces facteurs. Par exemple, si une quantité est ex- 
primée par ci bc d et une autre par a' h' c d , auquel 
cas ces deux quantités sont 1 une à 1 autre ‘.'.abc d. 

: a' b' c' d* , alors sil’onafl : a' w b :b'::c:c r : :d: d ' , 
on tirera des proportions que donnent ces rapports, 
4c. g 1 b a 1 c a 1 d 

£'=— c' « -, d’ = , et par con* 

a o a 

séquent le rapport abcd : à' b' c' d! , deviendra 

a’* h c d a '* 

abcd : a * , ou a : a ' ou a* : a'-. 

' La même chose auroit lieu , quand meme ces 
quantités ne seroient pas exprimées par des mo- 
nômes ; si, par exemple, elles étoietit exprimées , 
l’une par a b *f c d , et l’autre par a b' d" c d , 
dans le cas où les dimensions de la première seront 
proportionnelles aux dimensions delà seconde, ces 
quantités seront l’une à l’autre ; ; a 1 : a' ; en effet. 


quantités 
puisqu’on suppose que a : a 
LJ <*' & 

<pn aura o = >■ c 


l -:b:b , ::c:c' : :d:d' , 
a 1 d * 


= — d'- 


ex. 
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par conséquent le rapport a b \ c d : a' b' + c' d' 


deviendra a b 


4 - 


ou 


a’* a b -4- a 11 c d 

a b , -f c d : ^ , ou a 1 (a b d'ci) 

: a n 4- ( a b 4 c d ) , ou enfin à 1 : a!'. 

Cette dernière observation démontre d’une ma- 
nière générale , que les surfaces des figures sem- 
blables sont comme les quarrés de deux de leurs 
dimensions homologues , et les solidités des solides 
semblables comme les cubes ; car quelles que soient 
ces figures ou ces solides, les premières peuvent 
toujours être considérées comme composées de 
triangles semblables dont les hauteurs et les bases 
sont proportionnelles dans chaque figure ; et les 
derniers peuvent être considérés comme composés 
de pyramides semblables dont les trois dimensions 
sont aussi proportionnelles. 

On voit par-là comment on peut comparer 
facilement les quantités , lorsqu’on en a l’expres- 
sion algébrique , et cela , soit que ces quantités 
soient de même espèce ou d’espèce différente 5 
comme un cône et une sphère, un prisme et un cy- 
lindre, pourvu seulement qu’elles soient de même 
nature , c’est-à-dire , ou toutes deux des solides , 
ou toutes deux des surfaces , ou toutes deux, etc. 


279. Nous avons flit ( Gicm. 243 ) comment on dévoits’y 
prend.e pour avoir la solidité d’une pyramide tronquée oïl 
d’un cône tronqué. Si donc on nomme h la hauteur de la py- 
Tamide entière, et h 1 la hauteur do la pyramide retranchée 
g la surface delà bas*» inférieure ,étd celle dé la base $upé A 
rieurc , on aura ( Gêom. 202), s : s': : h x < h jet parconsé- 


quent h * J = ’ n ■■ ou h’z=i h p'( -j- 

t là hauteur du tronc , on aura k = 

s 1 

séquenti=:ft — “h y { — - — ) ou 1 


) ; rhàis si on nommé 

h — - k* » et par con* 
J> J/- r — hy 
■— y s 
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k V $ 


y S — > v s 1 
h 


3 ot 

. Or la solidité de la pyra- 


mide totale estrX ,etcelle dcl 3 pyramide retranchée 

O 

h 1 

ests’ X -y , ou ( en mettant pour h ' la valeur qu’on 
h s 1 

vient de trouver ) s 1 X -r V “ ; donc la solidité du 


tronc sera 


ht h s'i/ 


3 


TT • OU 

3 V s 


h 

3 


ou 


\s V s ) ' 

. h ( s 1 / s — ■s'Ks'X j , 

enfin — . I — J : mettons donc pour h 

3 s V s 1 

la valeur que nous venons de trouver , et nous aurons 

il/ J C s \/ s — s’ V s’) 

■Jiy7=v 7-) * y-> ’ sc r8 - 

, k s S V S — ■ s' V si r . , J. . . 

duit a —( -, — ; — y, ou, enUisantla division 

3 v v s — y s' / 

par V s — y î' se réduit à y X ( s -hy / s'-t-s ), qui 

nous apprend que toute pyramide ou tout cône tronqué 
est composé de trois pyramides do même hauteur , dont 
l’une a pour base la base inférieure s du tronc , l’autre la 
base supérieure s 1 , et la troisième , une moyenne pro- 
portionnelle!/ s s’ , entre la base supérieure s et la base 
inférieure s ; car pour avoir la solidité de ces trois pyra- 
mides , il suffiroit , puisqu’elles sont de même hauteur , 
de réunir les trois bases , ce qui donneroit s -4- y s s K H-s' , 

k 

et de multiplier la totalité par le tiers 3 de la hauteur 
commune , ce qui donne la même quantité qu’on vient 
de trouver. 


280. Si a représente le rayon d’une sphère , 

C a 1 4 c a 1 

T7 sera la surface de son grand cercle ; TT~ 

2 c a* 

©u ~ sera la surface de cette même sphère., 

,• c a' c 4 a* 

et par conséquent X lu, ou x — 

2 r 2 r 4 

sera sa solidité ( Géom. 222 ei 244 )* 
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Si l’on nomme x la hauteur d’un segmenl 
quelconque , on aura , comme nous l’avons vit 
dans la solution de la dernière question 

~~ pour la solidité du secteur , et -77- X 
( 2 a x — x x ) X -J-— pour celle du cône qui en 
fait partie, donc celle du segment ( Géom. 248) sera 
— — . ( 2 a x — x x ) . 3-- =a 


a a a x 


-irlaax- 


(2 a x * — x x ) 


X ( a 


c 

TT 

c 

3 r 


2 a a x • 


a a x -4- a x x H— la x 


— xi 


3 a v x • 


c X 


— 77 X ( et — \ x ) qui fait 

voir que la solidité du segment est égale au 
cercle qui Suroit pour rayon la hauteur de ce 
segmént , multiplié par le rayon moins le tierà 
de cette hauteur. 


Quand on aies expressions algébriques desquan* 
tâtés , il est facile , après cela, de résoudre plusieurs 
questions qu’on peut faire sur ces mêmes quantités. 


Par exemple, si l’on demandoitquelle doit être la haut eut 
d’un cônequiseroit égal ensoliditéàune sphère donnée, et 
qui auroitpour rayon de sa base le rayon delà sphère : en 
nommant h cette hauteur et a le rayon de la base, onaura 

a h * J 

X —xr pour la solidité do ce cône ; et puisqu’il doit 

zr o 

être égal à la sphère qui a aussi pour ray ona, on aura ~~ X 

x 1 h c l> a 1 ,, , ,, i . , rr 

— X d ou 1 on tire h = 4 a, en eüaçant , 

3 z r 3 , 

dans chaque membre , le facteur commun X ~vr 

, . 2 T 3 ® 
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Cette valeur de A nous fait connoître que la hauteur doit 
re double du diamètre de 'a sphère, ce qui doit être eu 
effet ; car la sphère étant ( Géom. zb6 ) les y du cylindre 
circonscrit , doit être le double d'un cône depnéme basa 
et de même hauteur que ce cylindre ; c'est-à-dire , égale 
à un cône de même base et d’une hauteur double. 

* 

281. Pour donner encore un exemple, pro- 
posons-nous cette question : Connaissant le poids 
d'une sphere dans l’air , et son poids dans l’eau , 
connoître le rayon de cette spherè. 

t Pour résoudre cette question , nous suppo- 
serons un principe d’hydrostatique que nous dé- 
montrerons dans la quatrième partie de ce cours. 
Ce principe est que ce qu’un corps perd de son 
poids dans l’eau ou dans tout autre liquide , esc 
égal au poids du volume de liquide qu’il déplacé. 
Cela posé , supposons que p est le poids d’un 
pouce-cube d’eau , et x le rayon inconnu de la 
sphere dont il s’agit , c’est-à-dire le nombre de 
pouces de ce rayon. La solidité de cette sphere 

sera donc > et pour avoir le poids d’un pareil 
volume d’eau , il faudra multiplier cette quantité 
par p , puisqu’un pouce-cube d’eau pesant p , un 

nombre de pouces-cubes d’eau exprimé par — 
doit peser p de fois autant ; c’est-à-dire , qu’il 
doit peser ; supposons donc que P est le 

poids qu’a , dans l’air la sphere en question ; 
alors selon le principe que nous venons de poser , 

elle ne doit peser dans l’eau , que P — —il ; 

puis donc qu’on suppose connoître ce qu’elle 
pese dans l’eau , si l’on représente ce poids par p' 

on aura P — 22ÏÎ. = P y ; et par conséquent 2211 
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= P — P 7 OU x’ =3 C?- p/ ) X 3r 

2 C 


Cubique je = 


3 

y 


P — P' ) X :tr 

icp. 


tirant la racine 


Supposons , pour en donner une application , 
que la sphere dont il s’agit pese 5 onces dans 
l’air et deux onees dans l’eau ; et qu/un pied 
cube d’eau pese' 72 livres, ce qui donne (en 
divisant par 1728 qui est le nombre des pouces 
contenus dans un pied cube) 7 ?* s ou ^ de livre , 
c’est-à-dire , ou * d’once pour un pouce-cube : 
prenons d’ailleurs le rapport de 1 1 3 à 355 pou* 
celai du diamettre à la circonférence , et par 
conséquent , celui de ^ à 355 pour celui de 
tac; nous aurons donc p = * , P = 5 , P 7 = 
2 , r = , c = 355 , êt par conséquent 

3 3 3 




ï/ ($ ' — 1 2 ) 3 . ‘ 4 1 
2 . 355 . j 



i 


ou (en prenant les logarithmes , pour plus de 
facilité (La: ■!= 1 L — 1 (L 3 o 5 i — L 2 840); 
or L 3 o 5 i si 3,4533 r 83 ; retranchant et prenant 
le tiers du reste, on a L* si 0,0103746 qui 
répond à 1,0242 à très -peu près : ce globe a 
donc un pouce et 0,0242, ou 1 pouce et 242 dix- 
milliemes de pouce pour rayon. 

Nous avons supposé tacitement que le globe 
entroit entièrement dans l’eau , par son poids ; 
si’ au contraire il falloit lui ajouter un certain 
poids pour le faire plonger entièrement , alors 
ce seroit cette quantité qu’il faudroit prendre 
pour P 7 , mais en même temps , il faudroit 
traiter P 7 comme négatif ; c’est-à-dire , qu alors 

on auroit x = J/' — • En effet, -pr- 

êtant 
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&ant ( ainsi que nous l’avons vu dans la Solutiort 
précédente) le poids d’un volume d’eau égal à ce 

globe et P le poids de ce globe dans l’air , iZ?f. 

— P sera la quantité dont il pese moins qu’un 
pareil volume d’eau , et par conséquent , ce 
quil faut ajouter pour le faire plonger entiè- 
re me nt ; on aura donc — P = P 7 , qui 

donne la valeur de x que nous venons d'assigner 
pour ce cas. 

Des Lignes courbes en génère! , et en particuliet 
des Sections ccniuues. 

282. La considération des lignes courbes n’est 
point un objet de pure spéculation. Tant que les 
questions qu’on a à résoudre ne passent pas la 
second degré , on n’a pas besoin du secours de 
ces lignes ; mais au-deîa elles deviennent neces- 
saires. Nous allons donc donner une idee géné- 
rale des lignes courbes , et des usages quelles: 
peuvent avoir pour la construction des équations 
auxquelles on arrive dans la résolutibn des 
questions. 

Parmi les lignes courbes que l’on considéra 
en Géométrie , les unes sont telles que chacun de 
leurs points peut être déterminé par unemémeloi; 
c’est-à-dire , par des calculs et des opérations sem- 
blables : dans d’autres, chaque point se détermine 
par une loi différente , c’est-à-dire, par des calculs 
ou des opérations différentes, mais cette différence 
ellemrême est assujettie à une loh 

Quant aux lignes tracées au hasard , telles quaseroionf 
par exemple, les traits qu’imprime sur le papier, la plume 
d’un écrivain , ils ne peuvent être l’objet d'une Géométrie» 

Marine. Algèbre* V 
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rigoureuse. Neanmoins les recherches dorit celle-ci s'oc* 
cupe conduisent même à imiter, par des procédés direct* 
et certains, des contours qui ne semblent assujettis à au* 
cune loi j et l’art de lier ainsi , par des rapports appro- 
chés, des quantités dont la loi véritable seroit ou incon* 
nue ou trop composée, n’èstpas une des applications les 
thoins utiles de la Géométrie et de l’Algèbre. 

Nôus aurons quelques occasions de le voir par 
la suite. 

Pour pouvoir tracer les lignes courbes qui font 
l’objet de la Géométrie , il faut donc connoitre la 
loi à laquelle sont assujettis les différens points d« 
leur contour. Or cette loi peut être donnée de 
plusieurs manières : ou en indiquant un procédé 
par lequel ces courbes peuvent être décrites d’un 
mouvement continu; tel est le cercle qui se décrit 
en faisant tourner dans un plan, une ligne donnée , 
et autour d’un point donné. Ou bien en faisant 
connoitre quelque propriété qui appartienne cons- 
tamment k chacun des points de cette courbe: 
c’est ainsi que sachant , que tout angle qui a 
sommet à la circonférence du cercle , et qui 
s’appuie sur un diamètre , est droit , jé puis 
trouver successivement chacun des points d’un 
cercle dont je connois le diamètre , en tirant 
d’une des extrémités A de ce diamètre (Fig. 84 ) 
line infinité de lignes droites AC, AD, AE, 
AF, et menant de l’autre extrémité B , les per- 
pendiculaires BC, BD, BE, BF; les différents 
points, C,D, E, F, etc. déterminés de cette ma- 
niéré appartiendront tous à la circonférence qui a 
A B pour diamètre. 

Enfin cette loi peutêtre donnée par une équation , 
et on peut toujours supposer quelle es donnée 
par ce dernier môyen , parce que les deux autres 
dont nous venons de faire mention servent à trouver 
l’équation qui exprime cette loi. C’est sous c& 


ftfc Mathématiques; 

Serré er point de vue que nous allons principale- 
ihent considérer les courbes. C’est tout-à-la-feis la 
plus simple et le plus fécond pour en connoître les 
propriétés, les singulaiités et les usages. Voyons 
donc comment une équation peut exprimer la 
nature d’une courbe , et puisque jusqu’ici nous na 
connoissons encore que la circonférence du cercle,' 
commençons par celle-ci. 

2?3. Supposons donc que AMB ( fi g. 35 ) est 
Une courbe à laquelle nous ne connoîtrions encore 
d’autre propriété que celle-ci; que la perpendicu- 
laire PM abaissée d’un point quelconque M de 
cette courbe , sur la ligne AB , est moyenne pro- 
portionnelle entré les deux parties A P et P B. 
JV oyons comment l’Algèbre peut nous aider à trouver! 
chacun des points de cette courbe , et ses diffé- 
rentes propriétés. 

Si je nomme a la ligne AB ; la partie AP , *• ; 
et la perpendiculaire PM , y alors PB sera, 
a — *•; et puisque nous supposons PM moyenne 
proportionnelle entre AP et PB, nous aurons 
x : y : : y : à — xi et par conséquent , y y = a x 

• — XX. 

Concevons maintenant que AB soit partagé en 
un certain nombre de parties égales , en 1 o pan 
exemple; èt que par chaque point de division on 
elève des perpendiculaires p m, p m , p m , etc. 
il est visible , que si , dans l’équation qu’on vient 
de trouver , l’on suppose x successivement égal à 
chacune des lignes Ap , Ap, etc. y deviendra égal 
à chaque ligne Correspondante pm , pm , etc. 
puisque l’équation y y — a x — x x exprime que y 
est toujours moyenne proportionnelle entre x et et 
— x , quel que soit d’ailleurs , ce qui est la 
propriété que nous supposons à chaque perpendi- 
culaire pm. Donc on peut trouver successivement 
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chacun des points de cette courbe , en donnant 
successivement à x plusieurs valeurs , et calculant 
les valeurs correspondantes dcj :en voiciun exemple. 

Dans la supposition que nous venons de faire , que a 
èst divisé en io parties , ou qu’il est composé de io par- 
ties, nous aurons a = :o , et par conséquent l’cquation 
devient y y = io x — x x. Si donc nous supposons suc- 
cessivement X =3 I , X = 2 , -V , = 3 , X =3 4 , X = 
£ , x = 6, x = 7 , x = 8 , x == 9 , x =: io ; on trouvent 
successivement y = V 9,7 = 16, y t=. |/ 21 , y 

' "J/ 1 4 , y — V =-‘ 1/ 2k-, y = 1/ 2 1 1 v =1/ 16 jy=^ 

1/9 , 7 = |/ o J ou bien y = 3 ;_y= 4 i 3 ' = 4 , 5 ; 7 =: 
4 , 9 j y = 6 j y =4 , y, y — 4 , S ;y = 4 ;y = ‘ 3 , y 
• — : o. Ainsi , si l’on porteces valeurs de y successivement 
sur les perpendiculaires correspondantes aux valeurs 1 , 
2,3, etc. dex, lés points m, m, déterminés de cette ma- 
nière , appartiendront toits à une courbe qui aura cette 
propriété que chaque perpendiculaire p m sera moyenne 
I Proportionnelle entre les deux parties A p et p B de la 
moite A B , courbe que nous allons voir , dans un mo- 
ment, être la circonférence même du cercle. 

Nous avons vu que toute racine paire avoit deux va- 
leurs , l’une positive , l’autre négative. Ainsi outre les va- 
leurs de y que nous venons de trouver , on a encore ces 
autres-ci , y = — 3 ;_y = — 4 >y = — 4 , 6 i y — — • 
4,9;^ — — — - 4 » 9» y = — 4 , 5 >7 = — 1 

4 ; y — — 3 ; y = t>. 

Pour avoir les points de la courbe qu’annoncent 
ces nouvelles valeurs de y, il faut, conformément 
à ce que nous avons déjà dit plusieurs fois sur les 
quantités négatives , prolonger les perpendiculaires 
pm,pm , etc. et porter à l’opposite, c’est-à-dire , 
depenm', les quantités p m' ,p m! , etc. égales 
Chacune a sa correspondante p m. 

Si l’on veut avoir un plus grand nombre de points de la 
courbe , ilny a autre chose A faire qu’à supposer AB divisé 
èn un plus grand nombre de parties , par exemple en icc; 
c’cst-â-dire, supposer a = ico j ou bien onconservanti a 
la même valeur to, que ci-dessus, supposera x des valeurs 
intermédiaires entre celles qu’cnlui a données ci-dessus; 
on trouvera de même les valeurs intermédiaires dey, et 
par conséquent do nouveaux points de la courbe. 
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La valeur y => o , qu’on a trouvée ci-dessus , 
fait voir que la courbe rencontre la ligne AB au 
point B ou,.x = a = io ; puisque la perpendi- 
culaire p m ayant alors pour valeur zéro , la dis- 
tance du point m à la droite AB est nulle. On 
peut voir, aussi avec facilité , qu’elle doit rencon- 
trer la ligne AB au point A : en effet , puisqu’aux 
'endroits où la courbe rencontre cette ligne , la 
valeur de y doit être o ; pour savoir quels sent 
ces endroits, il n’y a qu’à supposer que y est zéro, 
dans l’équation y y = a x — x x ; ce qui la ré- 
duit k o = a x — xx ; or a x — x x étant “ *• 

( dfc— x ) , ce produit est zéro , dans deux cas , 
lorsque x = o , et lorsque x — a. Donc , réci- 
proquement y sera aussi zéro dans ces deux cas ; 
or x est évidemment = o au point A , et il est => 
a , au point B ; donc la courbe rencontre en effet 
la ligne AB , aux points A et B. 

D’après cet exemple , on peut commencer à 
appercevoir comment une équation sert à détermi- 
ner les différons points d’une courbe. Nous en ver- 
rons d’autres exemples ;* mais auparavant expli- 
quons-nous sur certains mots dont nous ferons 
usage par la suite. 

284. Lorsqu’on veut exprimer , par une équa- 
tion , la nature d’une ligne courbe on rapporte, 
ou l’on conçoit qu’on rapporte chacun des points 
m, m , etc. à deux lignes fixes , ^fB et O AO , qui 
font entr’elles un angle déterminé ( aigu , droit ou 
obtus ) ; et eh imaginant que de chaque point m 
on mène les lignes m p et m p' parallèles aux lignes 
QAO et AB , il est évident qu’on connoîtra la 
situation de ce point , si l’onconnolt les valeurs des 
lignes mp' ou Ap et p m , ou ( ce qui revient au 
même ) si l’on connoît l’une de ces lignes, et sot» 
^apport avec l'autre. Or ce que l’on entend , lpfs- 

» 
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qu’on dit qu’une équation exprime la nature d'una 
ligne courbe , c’est que cette équation donne le 
rapport qu’il y a, pour chaque point m , entre la 
ligne Ap et la ligne pm , en sorte que l’une étant 
connue , l’équation fait connaître l’autre; et selon 
que ce rapport est plus ou moins composé , la 
Courbe est elle-même d’un ordre plus ou moins 
élevé. 


Les lignes A p , oump' , qui mesurent la distance 
de chaque point m , à l’une O A O des deux lignes 
de comparaison , s’appellent les abscisses ; et les 
lignes mp oup' A qui mesurent la distance à l’autre 
ligne AB de comparaison, s’appellent les ordentmes ; 
la ligne AB s’appelle Yaxe des abscisses , et laligne 
O A O s’appelle Yaxe des ordonnées. Le point A 
d’où l’on commence à compter les abscisses, s’ap- 
pelle Y origine des abscisses ; on appelle de même 
origine des ordonnées , celui d’où l’on commence à 
compter les ordonnées Ap' oup m : dans la fi g. 35, 
ces deux points sont un seul et même point, savoir 
le point A; rien n’assujettit à compter les abscisses 
depuis le même point d*où l’on compte les ordon- 
nées ; mais quand aucune circonstance nedétermine 
à faire autrement , il est toujours plus simple de 
les compter du même point, 


Les lignes Ap , pm se nomment d’un nom 
commun , les coordonnées de la courbe ; et consi- 
dérées comme appartenant indifféremment à un 
point quelconque de la courbe , on les appelle des 
indéterminées ; on donne le même nom aux lettres 
ou signes algébriques x et y par lesquelles on re- 
présente ces lignes A p et p m. 

2 85. Revenons maintenant à notre équation , 
et voyons comment on peut en tirer les propriétés 
de la courbe. 
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t.° Du milieu C de AB , tirons à un point 
quelconque M de la courbe , la droite CM ; en 
quelqu’endroit que ce soit , le triangle MPC sera 
toujours rectangle, et l’on aura , par conséquent , 

W ? 1 + PC* = M“C*, 'c’est - à - dire , 

( puisque P C = A C — AP = J a — x ) , 

y y + \ a a — a x -f- x x *= C M* J or 
puisque la droite MP, ou y , est par-tout moyenne 
proportionnelle entre AP et PB , on a , par-tout, 
y y - ci x — *• xx', on aura donc aussi , par-tout , 

a x — x x + \ a a — a x + x x == MC* ; 

c’est * à - dire , \ a a = M C* , qui donne 
M C = l a : chaque point M ou m , est donc 
egalement éloigné du point C ; la courbe est donc 
une circonférence du cercle, 

2. 0 D’un point quelconque M ou m de la 
courbe , menons aux deux extrémités A et B , les 
droites MA et MB; les triangles rectangles MPA , 

M P B , nous donneront A P* + P M* ■= 
AM', et PM* + PB' =5 MB 1 , ou en 
mettant les valeurs algébriques xx + y y =* AM 1 j 
et a a — 2 a x "f x x + y y = M B’ ; 
donc en ajoutant ces deux équations , et mettant 
pour y y sa valeur a x — x x , on aura a a — 2 a x 

■ï 2 xx + 2 ax — air AM 1 + MB’; 

c’est - à - dire, AM' + MB' = aa = AB 1 ; 
propriété du triangle rectangle , et qui par consé- 
quent nous fait connoltre que l’angle A M B est 
toujours droit enquelqu’endroit que soit le point M 
sur la courbe , ( Voye% Géom. 65 ). / 

3 .° Si dans l’équation x x + y y — AM 1 ; 

»n met pour y y sa valeur a x — * x , on aura 

y 4 
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A M* = a x , qui donne cette proportion 
a : AM : : A M : j , ou AB : A M : : A M : AP ; 
c’est-à-dire , que la corde AM est moyenne pro-» 
portionnelle entre le diamètre AB , et le segment 
ou l’abscisse AP ; ( Voye £ Géom. 112 ). 

On trouveroit de même toutes les autres pro- 
priétés du cercle que nous avons démontrées en 
Géométrie, et cela en partant toujours de cette sup- 
position, que l’ordonnée PM ou p m est moyenne 
proportionnelle entre A P et P B , ou A p et p B. 

Nous avons compté les abscisses , depuis le 

f oint A , origine du diamètre , et nous avons eu 
équation y y = a x — x x. Si nous voulions 
compter les abscisses depuis le centre, c’est-à-dire , 
prendre pour abscisses les lignes CP , C p, etc. alors 
représentant chacune de ces lignes, par £, nous au- 
rions CP — AC — A P, c’est-à-dire , £ = J a — x , 
et par conséquent x = ’ a — 7, Mettant donc 
pour x , cette valeur dans l’équationyy =ax — xx y 
on aura y y = a ( j — £ ) — ( * a — ç )* , qui se 
réduit à y y = $ a a — ££ , c’est-là lequation 
du cercle en supposant les coordonnées perpendi- 
culaires , et leur origine au centre. 

Au reste , toute propriété qui appartiendra 
essentiellement à chaque point de la courbe, don- 
nera toujours, en la traduisant algébriquement, la 
môme équation pour la courbe ; du moins tant 
qu’on prendra les mêmes abscisses et les mêmes 
ordonnées ; mais quand on changera l’origine, ou 
la direction des coordonnées , ou toutes les deux, 
on pourra avoir une équation différente;neanmoins 
elle sera toujours du même degré. Nous venons de 
voir la vérité de la dernière partie de cette propo- 
sition , dans le changement que nous venons de 
faire pour les abscisses; au lieu de l’équation 
y y a x = x x , nous avons eujy a a — çG 
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qui étant déduite de la première , a pour base la 
même propriété ; mais si nous partions de cette 
autre propriété , que chaque distance M C est 
toujours la même , et \ a ; alors nommant 
C P , ç : et P M , y ; nous aurions , à cause du 
triangle rectangle MPC, y y + ç ~ \ a a ; 

qui donne y y ~ \ a a — £ £ ; équation qui est la 
même que tout-à-l'lieure , quoique déduite d’unie 
propriété differente. 

De l'Ellipse. 

28 6. Proposons-nous maintenant d examiner 
quelle seroit la courbe qui auroit cette autre pro- 
priété, que la somme des deux distances M/’-j- 
(_/?£•. 36 ) de chacun de ses points à deux points 
fixes F et f , seroit toujours égale à une ligne 
donnée a. 

Pour trouver les propriétés de cette courbequ’im 
appelle une Ellipse , il faut chercher une équation 
qui exprime quelle relation il y a , en vertu de 
cette propriété connue , entre les perpendiculaires 
P M menées de chaque point M sur une ligne 
déterminée telle que F f , par exemple , et leurs 
distances F P ou AP à quelque point F ou A pris 
arbitrairement. 

Dans cette vue , je prends pour origine des 
abscisses le point A , déterminé en prenant depuis 
le milieu C de F^”, la ligne C A s îa; et 
ayant fait C B =3 CA , je nomme AP, x; 
P M, y , la ligne A F qui est censée connue , c ; 
et la ligne FM, \ ; alors F P za A P — AF 
— f) x — c; M/= F M/-FM='a — l > (*) 


(*) Si le point M avoit été pris de manière que la perpen- 
diculaire M P tombât entre A et F , alors F P seroit c x ; 

mais cela n’apporteroit aucun changement à l’équation finale , parce 
qtfe , dans la formation de cette équation , on n’emploie que le 

S uarré deFP, qui est toujours x x — a Cf -f- cc, soit qu’il vienne 
e fc — c, «oit qu’il vienne de c — x. 
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et/ P = PB-BF=? AB-AP-B /*s* 

j X — C. 


Cela posé, les triangles - rectangles FPM, 
/ P M donnent F M* = P M* + F P 1 * et 

M/ 1 = M I* 2 -J- /P 2 , ou n =p y y 
+ — 2cx + cc,etaa — 2 « £ + £ £ =3 

y y -Y a a — 2«.rt*i-'2ac + 2C)'t ce. 
Retranchant la seconde de ces deux dernières 
équations , de la première , et effaçant a a qui se 
prouvera de part et d'autre , j’ai 2 a^=2 ait 

, a x + a c — 2 c x; 

2 a c — 4 ex , et par conséquent £=f • 


mettant donc pour 1 , cette valeur dans 1 équation 
1 1 = y y "f xx — 2 c x ~Y c c , j’aurai 
a ax x’Y2aacxY aacc — l^acx — 4ac*.r+- 4 c exx 


a a 

y y Y xx — 2 c x Y c c , ou chassant le déno- 
minateur , transposant et réduisant a a^j'=s 
4 a a e x — 4 ace x — 4 a c x* f Zf.cc x % ou aayy 
= (4 ar — 4 ce) art ( 4 ç c — a c ) x 2 
ou, parce que 4 c c — 4 a c est la même chose 
que — (4<zc — 4cc), aayy^ (^ac — 4 ce) 
ax — (4a c — 4tc)i l , ou enfin a a y y =• 
(4 a c — 4 ce) {a x — x x) ; d’oü l’on tir® 


y y 


4 a 


C c 


a a 


( a x — - x x ), 


Telle est 1 équation de la courbe dont chaque 
point a la propriété que nous avons supposée. 


287. Cette équation peut servir à décrire la courbe paï 
points, en donnant successivement à x plusieurs valeurs , 
comme nous l’avons fait ci-dossus à l’occasion du cercle , 
et calculant en même-temps les valeurs de y. Comme le 
procédé est absolument le même , nous n’en ferons poiiçç 
le calcul. 
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288. Oii peut encore décrire l’ellipse par points , eq 
cette manière j après avoir fait C B = C A % a , on 
prend un intervalle quelconque B r, et l’on décrit au-des- 
sus et au-dessous de A B , du point f comme centre et du 
rayon Br, un arc que l'on coupe en M et M ’ par un arc dé- 
crit du point F comjne centre et du rayon A r. Tous le* 
points M et M 1 trouvés de cette manière , sont à l’ellipse. 

289. La propriété fondamentale d’après laquelle nou$ 
venons de trouver l’équation, donne elle-même un moyen 
fort simple de décrire cette courbe par un mouvement 
continu. En effet, ayant choisi les deux noînts F et/tels 
qu’on les veut, on placera deux pointes ou piquets , aux 
deux points F et / , et y ayant fixé les deux extrémités 
d’un fil plus grand que la distance F/, si l’on tend ce fil 
par le moyen d’un style M que l’on fera marcher en tenant 
toujours ce fil tendu , ce stylo M tracera la courbe en 
question, puisque la somme des deux distances du style 
aux fieux points F et /sera toujours égale à la longueur 
totale du fil. 

290. Delà il est aise de voir, que si la longueur a 
e'té prise égale à AB, la courbe passera par les 
deux points A et B. Car puisque Cf = C F , 
on aura AF = B y 7 , et par conséquent AF -f- 
A/=A/H- B/ f= a , et B F -f B / = 
B F + A F = a. C’est ce que l’équation fait 
voir aussi; car pour savoir où la courbe rencontre 
la droite F f prolongée , il faut faire ysp: or cette 

4 a c 4 c c 

supposition donne Va .(a y — yy) — o, 

4 cic — 4 c c 

et comme Va ne peut être zéro , il faut , 
pour que cette équation ait lieu , que a x — y y 
ou y X ( a — y ) = o , ce qui a lieu dans 
doux cas ; savoir, lorsque y = o , c’est-à-dire, au 
point A ; et lorsque x = a , c’est-à-dire , au 
point B. 

291. L’équation . fait voir aussi que la courbe 
s’étend au-dessous comme au-dessus de la ligné AB, 

quelle est absolument la même de part eç 
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d’autre de l’axe AB. En effet , cette équation donne 

. \ / 4 ■» c — 4 *•' c 

2 — V a a .( a X — x x ) , qui fait 

voir que pouf chaque valeur de x ou de A P il y 
a deux valeurs de y ou de PM parfaitement 
égales, mais qui étant de signes contraires , doivent 
être portées de côtés opposés. 


Il est encore évident que si sur le milieu C 
de AB on élève la perpendiculaire D D', la courbe 
sera partagée en deux parties parfaitement égales 
et semblables : c’est une suite immédiate de la 
description ; c’est aussi une suite de l’équation ; 
mais on l’en conclura plus aisément, quand nous 
aurons fait , sur cette équation, les autres remar- 
ques qui nous restent à faire. 

2 92. La ligne AB s’appelle le grand axe da 
l’ellipse , et la ligne D D' le petit axe. Les deux 
points F et f s’appellent les foyers. Les points 
A , C , D, D' , sont les sommets des axes ; et le 
point C le centre. 


293. Si l’on veut avoir la valeur de l’ordon- 
née F m" qui passe par le foyer , il faut supposer 
APoux = AF=e; alors on aura 


4 Æ C " — 

r y = — Ta — 


x ( a c — c c') ai 


4 • ( a c ■ — ce)* 

Ta ; donc , tirant la racine quarrée 


2 . (a c c c ) 


, donc m" m!‘ 


4,( aC — ç-c) . 

a 


cette ligne m" m'"e st ce qu’on appelle le paramètre 
de l’ellipse. Le par amène est donc moindre que h 
quadruple de la distance c du sommet au foyer , 
4 -(«c — cQ / 

puisque sa valeur a qui «est la même 
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those que 4 c — ~~ est évidemment moindre 
que 4 c. 

Si l’on nomme p cette valeur du paramètre , 

4 æ c 4 c c , 

on aura p ;=î , et par conséquent ■ 

y 4 a c 4 ce , 

-y t=s — ; on pourra donc changet 

l’équation à l’ellipse , en cette autre y y s 
* ( a x — x x ) qui est plus simple. 

294. Si l’on veut savoir quelle est la valeur 
de la ligne CD, il n’y a qu’à supposer dans 

1 équation y j =5 — ' . { a x — x x) ; 

que A P ou x est AC ou £ a ; on aura 

4 a c — 4 ce. 

y y =* — ( \a a — \ aa ) , qui se réduit 

à y y *-dc — cc\ c’est-à-dire, que CD» ri 
ac — aczzc.t a — c) =5 AF X B F ; 
d’où l’on tire A F : C D : : C D : B F. On voit 
donc que CD ou le demi-petit axe , est une moyenne 
proportionnelle entre les deux distances d'un même 
er aux deux sommets A et B. 

Comme la ligne D D' est une des lignes les 

f lus remarquables dç 1 ellipse , on l’introduit dans 
équation de préférence à la ligne A F ou c. Pour 
nous conformer à cet usage , nouS nommerons b } 

eette ligne D D' ; nous aurpns donc CD — 

et puisque nous venons de trouver C D‘ r 

b b 

* c — c c, nous aurons ^ a c — c c , ou b b 

*= 4 a c — 4 ce; lequatioir à l’ellipse pourra 

4onq être changée en y y = ~ a .{ ax — xx) % 
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4 ai — 4 c e 

Puisque nous avons p 3=1 , oü ^ 

« = 4ac — 4 cc , et b b = 4 a c — 4 ce ; 
de ces deux équations nous conclurons p a sa b b * 
et par conséquent, en réduisant cette équation en 
proportion a : b : : b : p ; le paramètre est donc une 
troisième proportionnelle au grand axe et aupetitaxe. 

29b. Si dans 1 équation y y =3 a x — xx) 

on chasse le dénominateur , on aura a a y y ta 
b b (a x — x x ), et par conséquent : nor — 

: ; b b : a a; faisant donc attention que ax — x x 
est la même chose que x X ( a — x ) , eÉ 
mettant au lieu des quantités algébriques , les 
signes de la figure quelles représentent, on aura 
PM ! ; AP X P B : : D D ' 5 AB 1 ; 
e’est-à-dire que le quand d’une ordonnée quel- 
conque au grand axe de l’ellipse , est au produit des 
deux abscisses AP et PB, comme le quand du 
petit axe est au quand du grand. Et puisque cette 
propriété a lieu pour tous les points de l’ellipse , 
il s’ensuit que les quand s des ordonnées sont entr’eux 
somme les produits des abscisses correspondantes. 

bb . 

296. L’équation y ÿ =5 — x x) ne 

diffère (282 ) de celle du cercle qui seroit décrit 
sur AB comme diamètre (_/? g. S7 ) , qu’en ce |ue 

la quantité a x — x x , y est multipliée par a «, 
c’est-à-dire , par le rapport du quarré du petit 
axe au quarrédu græjid; en sorte que si l’on nomme 
ç une ordonnée quelconque P N du cercle , on 
aura ^ = ax — xx ; mettant donc pour ax — xx, 
cette valeur 11 dans l’équation à l’ellipse , on aura 
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bj 

y y = a a £ £ , et tirant la racine quarrée 

y — * ç ou a y =2 b £ qui donne y : ç : : b : a 

Ou PM : PN : : DD' : A B , ou : : C D : A C ou 
C E ; on voit donc que les ordonnées à l'ellipse ne 
sont autre chose que les ordonnées du cercle décrit sur 
le grand a e , diminuées proportionnellement , c'est- 
à-dire , dans le rappoit au grand axe au petit a: e. 

Delà» il est aisé de décrire Une ellipse par le moyen du 
cercle. On voit en même temps que le cercle est une ellipse 
dont les deux axes et et b sont égaux, ou dont la distance 
du sommetau foyer est égale au demi-grand axe , ou encore 
dont le paramètre est égal au diamètre. Car en supposant 
dans les équations ci-dessus, £= a ouc= J a , ou p=:a, 
on a y y < — - a x — *• x x , équation au cercle. 

297. Parle9 équations que nous avons trouvées jusqu'ici , 
il paroît donc qu’il n'en est pas de l’ellipse comme du 
cercle : une seule ligne détermine celui-ci, c’e«t son dia- 
mètra; au lieu que le grand axe AB (.%. 36 ) ne suffit 

f ias pour déterminer l’ellipse ; il faut encore connoître ou 
e petit axe b ou son paramètre p , ou la distance e du 
sommet au foyer. Quand on connoît le grand axe et la 
distancée, l’ellipse est facile à décrire, comme on l’a 
vu ci-dessus. Mais si l’ondonnoit le grand axe et le petit 
axe, il faudroit, pour décrire l’ellipse par un mouvement 
continu , déterminer les foyers , c’est une chose facile , 
en prenant le demi- grand axe pour rayon, et traçant de 
l’extrémité D (fig- 36 ) du petit axe , comme centre , 
deux petits arcs qui coupent le grand axe aux deux point* 
F et / qui seront les foyers $ caT la somme des deux dis- 
tances FD -j- D / devant être égale à a, il faut, lorsque 
«es deux lignes sont égales , que chacune soit égale à £ a . 

Si l’ondonoit le grand axe et le paramètre , ondéten* 
mineroit le petit axe en prenant une moypnne proportion- 
nelle entre ces deux lignes j c’est ce qu’enseigne la pro» 
portion a : b : : b : p , trouvée ci-dessus ( 294 ). 

Le petit axe étant trouvé , on acheycroit , comme il 
.rient d 'être dit. 
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298. Si pour quelque point M que ce soit ài 
l ellipse ( fig. 06) on prolonge la ligne f M tirée d'un 
des fo vers , jusqu'à ce que son prolongement M G 
soit égal à l'autre distance M F ; et qu'ayant tiré 
G F , on lui mène du point M la perpendiculaire 
MOT , cette dernière sera tangente à l’ellipse , c'est- 
à-dire , ne la rencontrera qu'au seul point M. 

En effet , à cause des lignes égales M F et MG* 
la ligne M T est perpendiculaire sur le milieu de 
G F. Donc si de tel autre point N que ce soit , 
de cette ligne , on mène les deux droites N G et 
NF, elles seront égales. Supposons donc que 
M T pût rencontrer l'ellipse en quelqu’autre point 
N ; alors en ti)ant N f, il faudroit que F N f 
N f pût être égal à MF + M f , ou a G M + 
Uf , c’est-à-dire , à Gf', mais Gf est plus petit 
que G N + N f ; et par conséquent plus petit 
que F N T N j ; donc le point N est hors de 
l’ellipse. 

299. Les angles F M O , O M G sont égaux 
d’après la construction qu’on vient de donner ; 
or OMG est égal à son opposé / M N : donc 
F M O est égal à f MN. Donc les deux lignes qui 
vont d’un meme point de l’ ellipse aux deux foyers , 
font des angles égaux avec la tangente . 

L’expérience apprend qu’un rayon de lumière qui tombe 
sur une surface , se réfléchit en faisant î’aHgle de réflexion 
égalârangled’incidenfcejdonc siFest un point lumineux, 
tous les rayonsqui, partis du point F.tomberont surla con- 
cavité MAM' iront5e rassembler en f, et réciproquement. 

Si du point M , on élève sur M T le perpendi- 
culaire MI ( qui sera en même temps perpendicu- 
laire à la Courbe) , cette ligne divisera l’angle F MJ 1 " 
en deux parties égales ; car si des angles droits I MT 
IMN , on retranche les angles égaux F M T et 
/MN, les angles restans F M I et I M f seront 
égaux. 3 o$ 

t 
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ooù. Delà oii peut calculer la valeur de la 
distance PI depuis l’ordonnue jusqua l'endroit où 
la perpendiculaire MI rencontre l’axe. Cette ligne 
‘PI s’appelle Sou-normale , et la ligne MI , normale. 

Pour calculer P I , nous allons d’abord calculer 
F I. Puisque l’angle F Mjf est divise en deux 
parties égales , on a M/: M F : ifl : FI ( Géom* 
104 ) ; et par conséquent ( Gèom. 98 ) fM 4- 
MF : M/ — M F : : fl + F I :/I — F I. Ot 
M f\ MF=a ; et en nommant MF, Z, comme 
ci-dessus ( 286 ) , Mj r = a — ç, et par consé- 
quent M f — M F — a — 2 £ ; d’ailleurs FI +• 
F I - F AB — 2 A F — a — 2 c , et FI 
— F I =- F/ — 2 F I = a — 2 c — 2 FI; 

donc a : a — 2 £ : : a — 2 c : a — 2 c — 2FI; 

donc a a — 2 a c — 2 a X F I — a a — • 

2 a c — 2 d 1 -f- 4 c ^ ; d’où l’on tire F I 33 

a ; — 2 c 7 

a , ou en mettant pour £ , sa valeur 

a x -f- a c — - 2 c x 

a trouvée ( 286), on a FI = 

a a c — - 2 a c c - 4 - a a x ^acx-j-^ccx 

a a ' ' *“ ; mais 

Fl — FP t F I = AP — AF f PI = 

sc — c -{- Pï; donc P I = F I — x + C 

es a ae 2 acc-\-aax — 4 a c x -f- 4 c c x 

- — * 

■ 2 a a c * — * 2 a c c * — 4 a c x H- 4 c c X 

T C - — • * 

a a m 

3 2 a . ( a c ~ i — c c ) • 4 x . ( a c — c c ) 2 a — 4* 

a a àa 

X (ac — c c ) , ou en mettant pour ac — ce 

b b _ _ ’ (a— 2* y 

sa valeur 4 (2 94); on a enfin P 1= b b " 3da 

®u P 1 =* ITa C.î « — * )■ 

Marine. Algèbre. X 


Digitized by Google 



523 Cours 

3oj. Delà il est aisé d’avoir la valeur de la 
distance PT depuis l’ordonnée jusqu’à la rencontre 
de la tangente , ce qu’on appelle la soutmgente. 
Carie triangle IMT étant rectangle , et PM une 
perpendiculaire abaissée de l’angle droit , on a 
( Géom. i Ta ) P 1 : P M : : P M : P T ; c’est- 

à-dire , TàX ( i a — x ): j : ; y : ? T ; 
donc P T = — ? , 'ou en mettant 

Ü 

pour j y , sa valeur a a (a x — x x ) > P T = 

( a x —— x x ) . 

* Ja — x 

Les expressions algébriques des deux lignes P I et PT 

r iuvent servira mener uneperpendiculaire et une tangent© 
l’ellipse, en quelque point M que ce soit. Car lorsque le 
point M est donné , en abaissant la perpendiculaire M P , on 
a la valeur de A P x. Et comme on est supposé connoîtro 
a et b , onconnoîtdouctoutce qui entre dans la valeur de 
P I et dans celle de P T. 

3 ca. De l’expression de P T * on peut conclure que si 
l’on mine une tangente au cercle décritsur le grand axe 
AB ( fig. 37) , au point N où ce cercle est rencontré par 
l’ordonnée P M à l’ellipse , les tangentés NT et M T 
aboutiront au même point T sur Taxe. Car puisque le second 
axe b n’entre point dans l’expression de P T, cette ligne 
P T sera donc toujours la même tant que * a sera le ruém© 
et x le même. Ainsi toutes les tangentes aux points corres- 
pondans détourés lcsellipsesdécrites surAB comme grand 
axe , se rencontrent au même point T. 

Si à P y (Jig. 36), on ajoute CP qui 

_ _ ( a x x x ) . 

est i a — x , on aura- I l = — : r 

17 {a x 

la — x , qui en réduisant tout en fraction , se 

l a a 

réduit à ' a — < x ", c’est-à-dîre , que C T =* 
(AC)» • 

CP , d’où l’on tire cette proportion CP: 
A C ; ; A C : C T. 
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3o3. Si l’on veut avoir l’expression de T M, 
Cela sera facile, par le moyen du triangle-rectangle 
T'PM qui donne (TM)* = (TP )‘ f( P M )* 
(a* — x * y b b 

. ( a x — xx) =3 




+ 


*)‘] x 


ax • 


a a 

b b 

a x — jcAri - — ( i a ^ 

3o4. Si de quelque point M que ce soit de 
l’ellipse , on mène sur le petit axe DD' la perpen- 
diculaire ou l’ordonnée M P' , et qu’on nomme 
DP' , x' ; M P , / on aura D P = C D — 
C P' — C D — PM , c’est-à-dire, jc'e= ; b — y , 
et par conséquent y = J b — x\ On aura de 
meme MP' =a CP — CA — AP; c’est-à-dire , 
y = 4 a — jc, et par conséquent x = J a — y'. 
Si l’on substitue cés valeurs de x et de y , dans 
b b J 

î équation j y = ~ b ( a x — x x) , ou a a y y =2 
b b ( a x — ï r ) > on aura \ a a b b — a a b x' 
■f ~ a a x' x c== \ a a b b — .r b b y* — \ a a b b 
•Y a b b y' — b b y' y ' , qui se réduit à b b y y' san 


a a b x — a a x' x' ; d’où l’on tire#y ÿ 33 
(b x ' — x' x' ) , équation semblable à celle qu'on 
a eue pour le grand axe , et dont on tirera pat 
conséquent des conclusions semblables , savoir que 
le quatre d'une ordonnée P' M ou petit axe , est au 
produit des deux abscisses D P' X r D' , comme le 
quarrè du grand axe , est au quatre du petit ; en 
effet , on tire dé cette équation 
x' x' : : a a : b b; or b x ( — x' x' est x ( b — y ) 
ou D P' X P' D'. On en conclura aussi que les 
quartés des ordonnées au petit axe , sont entr'eux 
comme les produits des abscisses correspondantes ; 
et que l’ ellipse peut être décrite par le moyen du oer- 
cle décrit sur son petit axe , en allongeant les ordon- 
nées de ce cercle dans le rapport du petit axe au grand. 
Voyez (Fig.Zy). Xa 
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3o5. On peut voir facilement , par-là , que la 
courbure de la surface extérieure .des mâts est 
celle d'une portion d’ellipsoïde , c’est-à-dire , 
d’un solide engendré par la révolution d’une demi- 
ellipse DRO ( Fig. 89 .) tournant autour de son 
grand axe. 

• En effet , pour déterminer les diamètres 
moyens entre le plus grand et le plus petit , on 
tire une ligne CD pour représenter le plus grand 
diamètre ; et décrivant des extrémités C et D 
comme centres , et du rayon CD les deux arcs 
DA et CA qui se coupent en A , on abaisse la 
perpendiculaire AB et ayant mené parallèlement 
à CD une ligne EF égale au plus petit diamètre 
du mât , on regarde la partie interceptée BL 
Comme représentant la hauteur du mât , depuis 
le premier pont (où se trouve le plus grand dia- 
mètre) jusqu’au chouquet. On divise BL eR un 
certain nombre de parties égales ; et menant 

f »ar les points de division des parallèles I g N à la 
igné CD, on prend ces parallèles pour les dia- 
mètres moyens que doit avoir le mât à des hau- 
teurs représentées par la ligne correspondante 
B g , or si l’on conçoit que BM soit la hauteur 
réelle qui a été représentée par BL , et si l'on 
prend. BT telle que l’oi. ait BT : BM : : B# : 
BL , alors bi' sera la hauteur à laquelle on doit 
placer le demi-diamettre g N ; tirant donc TR 
parallèle et égale à g N , le point R sera un point 
de la surface du mât ; mais si par le point R et 
par le point N , on raone RN qui rencontre BD 
en V , cette ligne sera palatale à BM , et puis- 
qu’on a BT : BM ; : B g : BL , ou BT : Bp : : 
BM : BL , on aura (à cause que BT = RV et 
Bg = VN) RV : VN : : SM : BL; c’est-à-dire, 
que les ordonnées RV de k courbe du mât sont 
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Suis ordonnées VN du cercle AND , toujours 
dans un mérhe rapport ; donc cette • courbe est 
une- ellipse. Si l'on vouloit la décrire par un 
mouvement continu , il faudroit en déterminer 
les axes , ce qui est facile en menant CO paral- 
lèle à BM , et telle que CO : CD : : BM : BL ; 
CO et CD seront les deux demi-axes , avec 
lesquels il sera facile de déterminer les foyers , 
et par conséquent de décrire la courbe , par quel- 
qu’une des méthodes que nous avons données 
(287 , 88 et 89.) Mais tout ceci supposé qu’on 
sait déterminer le point L , tel que menant ELF 
soit égal au plus petit diamètre du mât ; c’est 
çe que l’on fera facilement en cette maniéré ; on 
prolongera CD vers H d’une quantité CH égale 
à la moitié du petit diamètre : du point H comme 
centre et d’un rayon égal à CD, on tracera un 
petit arc qui coupera AB au point cherché L. 
Car si l’on imagine EF prolongée jnsqu’à ce 
qu’elle rencontre GO en T, et que l’on tire le 
rayon CF , le triangle rectangle CTF donnera 

CT = V CF* — TF 2 = V HL — BH* 

= BL , puisqu’on prescrit de faire HL ~ CD 
= CF , et HC = à la valeur de LF , ce qui 
rend BH =» TF. 

3 o 6 . Par ce qui précède , on voit donc quë les 
propriétés à l’égard du second axe , sont sembla- 
bles à celles qu’on a trouvées à l’égard du premier , 
du moins en ce qui ne dépend point des foyers. 
Si l’on veut avoir sur le second axe les lignes ana- 
logues à celles que nous venons de calculer sur lo 
premier axe , c’est-à-dire , P' F , V' T' , C T' , et 
M T' (Jig. 36 ) , on les trouvera aisément par 
le moyen de leurs correspondantes qu’on vient 
d’avoir, et des triangles semblables qu’il est aisé da 

X 3 
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recormoltre dans la figure. Si on exprime ccslignes 

{ >ar le moyen des abscisses D P mi x', on trouvera 
eurs expressions toutes semblables à celles qu’on 
a eues en x , pour les lignes analogues sur le pre- 
mier axe. 

• 

On donne aussi un paramètre au second axe ; 
mais ce qu’on entend alors par cette ligne, ce n’est 
pas une ligne qui passe par le foyer de ce second 
axe ( car il n’a point de loyer ); mais une troisième 
proportionnelle à ce second axe et au premier. 


307. Jusqu’ici nous n’avons compté les abscisses 
que depuis le sommet ; si nous voulions les comptef 
depuis le centre C, alors nommant l’abscisse CP, 
nous aurions APou'js \ a — \ ; substituant 

cette valeur de x , dans l’équation y y =? — 

( a x — xx) ,etdans les Valeurs dé PI, PT, CI , 
^ , b b 

et ..TM, on aura y y =3. [\aa—n) ; 


P ] „ h Jj . PT- If f -— 11 . r T - i-?— ; 
X1 — aa > r \ ~ 1 ? 

TM’ = U « « - il + ~l S ) h 

L’équation y y =j ~ aa — ££ ) donne y = 3 . 

— h , qui fait voir que pour une 


même valeur de C P ou ç ; on a deux ordonnées 
PM et PM 7 . Comme les valeurs de £ , com- 
mencent en C , et finissent en A , il semble 
d’abord que cette équation ne donne que la 
moitié DAD ; de l’ellipse ; mais rien ne détermine 
à donner à £ , des valeurs positives , plutôt que 
des valeurs négatives ; en donnant à ç de ces 
demieres valeurs , on aura les ordonnées pm 
qui déterminent la seconde moitié ; et comme 
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«n mettant — % , au lieu de -J- q dans + ~~ 

VT^ — ^ , cette quantité ne change point, 
il s’ensuit que la moitié DBD ; est parfaitement 
égale et semblable à la moitié DAD ; . 

3 0 8 . Si d'un point quelconque M de l’ellipsa 
(Jig- 38 - ) , on mène au milieu C de l’axe A B , 
c'est-à-dire , au centre , une droite M C M' termi- 
née de l’autre part à l'ellipse , on appelle cetta 
droite un diamètre. Et si par le sommet M , on 
mene la tangente M T , et par le centre C le 
diamètre N N' parallèle à M T, celui-ci s’appellera 
diamètre conjugué du premier. Une ligne m O 
menée d’un point m de l’ellipse parallèlement à 
MT,- et terminée au diamètre M M' , s’appelle 
une ordonnée à ce diamètre , et M O s’appelle 
Y abscisse. Le paramètre du diamètre M M' est une 
troisième proportionnelle à MM' et N N'. 

309. Nous allons faire voir maintenant , que 
les ordonnées m O , à un diamètre quelconque ont 
des propriétés semblables à celles des ordonnées 
aux axes. 


Pour cet effet, j’abaisse des points m et O , les 
perpendiculaires m p , OQ, sur l’axe AB ; et je 
mene la ligne m S parallèle au même axe. J« 
nomme AB, a ; PM, y -, CP , ç ; Q P ■> g ! 
C Q, k ; j’aurai AP = la — { , PB=a , <2 + £ ; 
A p — C, a — C p — C A — C Q — Q p = 
\ a — k — g ; p B es = C B + C p = T a 

+* + g- 

Les triangles semblables TPM, mSO, donnent 
T P : P M : : m S ou p Q : S O ; c’est-à-dire , 


x a a 


Xi . 


y' : g 


s o 


■ff-LL 


[a a • 


H 


Les 


triangles semblables CMP, COQ, donnent CP 
: PM;; CQ :QO; c’est-à-dire. r:y::LQQ 

X 4 


% 
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= ; donc p m zz Q S zz Q O 


so 


^ P l ” sc l ue point m eSt 

un point de l’ellipse , il faut (2 85 ) que (p m )' 

: ( P M : Ap x p B : A P : x PB, c’est-à* 

dire, Cf- faV—u )’ -yy ■ • (i û - * — ë) 

X ( i <z +> + g) : ( \ * — Z ) ( 5 « + Z )> ou 

ï i _y v 2 e k 1 y v ^ g gjj yy_ 




-7?) 




a « 


17 7 ({aJ- 

— k k ~ 2 e — g g : ] a a — ç { , ou , 
en multipliant les extrêmes et les moyens , et 
faisant attention aux quantités qui se trouveront 
multipliées et divisées en même - temps par 
3 a a — ç £ , et à celles qui le seront aussi par £ , 

on aura (i « a — ? £) — 2 g kyy+ f jjf 
^\aayy — kkyyr- 2 g ky y — £ y j , ou 

en développant le terme - f ^ ( J a a — Z Û* 

et supprimant — k k y y et — 2 gk y y qu’on 

aura alors de part et d’autre ; divisant de plu% par 

vv „ S ° a * * 1 . ë B IT 

j y ■> 


on aura 


a a 


g R * 

. ? ï , t aa — u ’ °r 

équation qui nous est necessaire pour notre objet, 

mais, avant de l’y employer, tirons-en une con- 
noissance dont nous avons besoin. 

Sil’on suppose que le point O , qu’ici nous avons 
supposé quelconque , soit le point C, c’est-à-dire, 
que la ligne m O passe par le centre, ou devienne 
C N , alors C Q ou 1 devient zéro , et la ligne Q p 
ou g , devient C R. Or si dans l’équation qu’on 
vient de trouver , on fait c = o , on aura , après 
avoir chassé le dénominateur , transposé , réduit 
et divisé par j a a g g , “1 aa — 77 ; c’est-à-dire , 
CR '= — 

*=*A P x P B, 
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Après cette remarque, revenons à notre objet , 
et nommons CM,ïa' ; C N, - h'\m O, >'; C O 
Les triangles semblables CP M 1 , CQO , donnent 
CM : CO : : CP : CQ,ou la': {'.î : J 

; f. z=z Les triangles CNR , m S O , sem« 

bhibles à cause des côtés parallèles , donnent m O 

: 77i S : : C N : C R , ou / : g : : l V 

r t,. _ i g g b ’ b ' . 

. , -««c C R’ yp“ > 

mais on vient de voir que CR' — ioa — 

donc - f — — =1 a a — n ; d ou 1 on tire 

yNd ( t a fl — —7 7) n 

= t gt b> " • Reprenons maintenant 

• i -1. gglt — T _ 1 _ 

1 équation ■ p— t ï aa __ n “ ? ~ £ £ » et 

substituons-y pour g g et k k les valeurs que 

nous venons de trouver; nous aurons 

y’ y 1 1 ? ( î « ° r 7 ) 

^ ( | a a — < y | ) 

/ / 

V y 7 f - , 

- '1 £7 -jjt ,ou,enreduisantet 


ë ë 


a a 


Ufî' 

la’ a’ U 


a a — 


î a a y' y' 




ï *'*' » 

j 9 4 i y 1 y* 

divisant ensuite par \ a a , 7-7-7 — 1 — TJ/Jî * 

* . * 

ou chassant les dénominateurs ’ a' a' et \ b' b ' , 
on a I b' b' ^ ^ o' a' b' b' — \ a' a' y' y , et 


enfin / y — -^rjr ( ; a' a' — ï z')l d’où l’on 

tire y' y : \ a' a' — -f if : : b' : a' a! ; c’esr- 

à - dire , m O 1 : M O X O M' : : N N /l 
: M M'\ Ainsi l’équation par rapport à deux 
diamètres conjugués quelconques , est semblable 
a celle qu’oR a eue à l’égard des deux axes. 
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3 io. Si 'l’on fait y = o , on trouve f a' a 1 — 
\ ° ? et par conséquent — + \ a 1 . La 

courbe rencontre donc la ligne MM 'en deux points 
M et M' également éloignes du centre C; ainsi tous 
les diamètres dé l ellipse se coupent en deux parties 
égales au centre. 

3i i. L 'équation y 1 y ‘ ï a 1 a ’ — 7 ^ tJ 

donnant^' = y- ~ ]/ ’ a t a ' — J , fait 

voir que si l’on prolonge m O de manière que 
O m ' = Om, le point m'appartiendra à la courbe; 
<lonc chaque diamètre de l'ellipse coupe en deux par- 
ties égales les parallèles à la tangente qui passe par 
son origine M. 

3 1 . 2 . Delà on peut conclure ,* 1 .* que la tan- 
gente à l’extrémité N du diamètre N N ' , est 
v parallèle au diamètre M M 7 . 2. 0 De ce que 

y \ a‘ a 1 — \ on peut 

conclure que lesordonnées O m au diamètre MM', 
sont celles du cercle qui auroit M M 7 pour dia- 
mètre, mais diminuées ou augmentées dans le rap- 
port de a 1 h b' , et inclinées sous un angle égal à 
celui des diamètres conjugués. Si a’=s b> , ces 1 
ordonnées sont précisément égales à celles de ce 
meme cercle. Enfin si l’on veut savoir à quel en- 
droit de l’ellipse les deux diamètres conjugués peu- 
vent être égaux , il n’y a qu’à chercher à quel en- 
droit on a CP arr CR ou C P z — C R* ; 
c’est-à-dire, ^ = \ a a — • \ or cette équation 

donne ^ = j/ \ a a ~ l a ]/ i , que l’on 
construira ainsi; ayant décrit sur le grand axe AB 
comme diamètre (fi g- 3 7 ) le demi-cercle ANEB 
coupé en E parle petit axe CD , on divisera l’arc 
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A N en deux parties égales en N y/ , et ayant 
abaissé N " P qui coupe l’eliipse en M /; et M' » 
CM w ’et CM' seront les deux demi-diamètres 
conjugués, égaux. Car si l’on nomme CP, ^ , 
comme le triangle C PN n est rectangle et isoscèle, 
à cause de l’angle A CN ' 1 de 45° , on aura 
r 5 f \ =■» C N ,z =* 1 a æ-; donc ^ = 1 a a , 

et ^ = j / 1 a « = 1 a |/ 1. 


3 1 3 . Si du centreC (fig. 38 ) on mené la per- 
pendiculaire C F sur la tangente T M , les triangles 
semblables T PM , TC F donneront TM: P M 

: !: C T : C F ; d’où C F = Pareille- 

ment les triangles T P M et C N H , semblables 
à cause des côtés parallèles, donneront T M : P T 

„ xr V D , TM X C R 

: : C N : C R ; donc C N = — — p T - - — ; 

— * 1 - -*• , I * A ^ X , f 

•et par conséquent , on aura CN X C F 

PMxCTxTMxCS PMXCTXCR 

— , ou , en 


T M X T P 
quarrant , CN 1 x Ct 


. — < ►— pM ■ 

o * rî A’ < ►» 1 


~PT 
X CT 1 X ~CÏT* 


P T 1 


or nous avons vu ci-dessus que' y y ou PM 1 
T b . •• -j t V rt<r 

— . (î a a — ï ï ) ; C T — ~ / 

FT* = (illZHlT. et cTÎ 1 = « aa— V% 
1 1 , . 
(309). Substituant ces quantité s , on aura, après les 

réductions faites, C N 1 X C F 1 ~ J- a a b b , 
et par conséquent CN X CF —■% a b ; or en me- 
nant la tangente N T" qui rencontre T M en / , 
C JVX C F exprime la surface duparallélogramme 
C MIN , et \ a b ou \ a x i b -eiprime celle du 
rectangle formé sur les deux demi-axes ; donc les 
parallélogrammes forméspar ks tangentes auxexiré- 
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mités des diamètres conjugués , Sont è gaux en.tr eux 
et au rectangle formé sur les deux axes * 


- 3 14. Les mêmes triangles semblables TPM 
et C R N donnent P T : PM : : CR . R N ; donc 

» ç R X P M CR 7 x W 

R — PT j Rl\ — p -ji s* 

h b • v- * » 

(|aa — '??)— — n)X?î b Hl 

- = *~- L — ;mais 

les tr iangles rectangles C R N et C P M donnent 
J CJi 1 4- R N* = ITn 1 . et C~W $ 
P M 1 — C M 2 Y donc CR 1 + P/V 1 f 

cp 1 + pm 1 ~ cHv* + cJT z - • 

substituant dans le premier membre , au lieu des 
lignes qui y entrent v Jeurs valeurs algébriques, on 
aura , toute réduction faite , ï a a + ’ b b == 

— ■ t ■ », ' i 

C N 1 -f- C M 2 V; : donc la somme des quarrés 
de deux diamètres conjugués quelconques de l’ellipse, 
est égalé à la somme des quarrés des deux demi- 
axes. ~ 1 , 

,3i5. Si dans CN 1 — CR* a | ITN 2 , 
on substitue pour C R et R N leurs Valeurs , on 


aura C N 1 = \ a a — ? r -f- — 

nous avons trouvé ci - dessus T M 1 


bè îî. 


r \ • b b « j x fl fl 

) x 7-7 


j par 


i i a a — t 


conséquent MT 1 =*= CN 1 x — — ; mais 

, • ■ r.'tt 

les triangles semblables T P M, MP' T' donnent + 
en qttarram , PT* : TM 1 ': r ' PM"* : M~T<* 

f 1 v a ! - * 


: = . f. P. 
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donc TTF 1 = jï“ donc. TM 1- X 

MT' 1 « CA 7 *- ou TM x MT = CW ; 

mais si l'on nomme p' le paramètre du diamètre 
MM',onaura 2C M : 2C N : : 2 CN : p' (3o8) ; 

et par conséquent 2 p' X C M = 4 C IV*, ou 

CN 1 = \ p' x C M ; donc T M xMT' = 
i p' X C M ; et par conséquent C M : T M 
: : M T' : | p'. 

Si , sur T T' comme diamètre (fig. 40 ) , on 
décrit un demi-cercle , il passera par le point C , 
puisque l’angle T C T' est droit ; or si Ton pro- 
longe C M jusqu’à ce qu’il rencontre la circonfé- 
rence en V , on aura , par la nature du cercle 
( Gèom. 127 ) C M : T M : : MT': M Y ; 
donc M Y = \ p J . 

3x6. Delà on peut tirer une méthode simple pour avoir 
les axes d’une ellipse , et par conséquent pour la décrire , 
lorsqu’on ne connoît que deux diamètres conjuguésMM' 
et N N , et l’angle qu’ils font entr’eux. 

On prolongera C M d’une quantité M V égale àsonde- 
mi-paramètre ; du milieu X de C V on élevera unb perpen- 
diculaire X Z , qui rencontre en Z la ligne indéfinicT T' 
menée par le point M, parallèlement à IV N'. Du point Z 
( comme centre , et de la distance Z C comme rayon , on 
décrira un cercle qui rencontrera T T 1 en deux points T 
et T 1 par lesquels et le point C tirant T CetC', ce seront 
lesdirections des deuxaxes. On déterminera ensuite lagran- 
deur de ces axes , en abaissant les perpendiculaires MP et 
MP',etprenant CA égal à la moyenne proporticnnelleen- 
treCTetCP;et CD égal à la moyenne proportionnelleen- 
treCT' et CP’; car on a vu ci-dessus ( 3ca ) que CP: CA:: 
C A : C T ; et il est aisé de prouver (par le moyen des 
triangles semblables T P M et T C T' , et des' valeurs 

connues de T P' , P M et CT ) que C T =3 — LHL_ ? 

C p’ 

c ost-à-dire, que C P : C P : : C Q : C T. 


Digitized by Google 



334 Cours 

817. Remarquons , en finissant ce qui regarde 
l’ellipse , qu’on emploie souvent cette courbe 
dans l’architecture navale. On s’en sert pour 
déterminer les diamètres moyens des yergues ; 
comme nous l’avons vu , ci-dessus , qu’on s'en 
servoit pour les diamètres moyens des mâts. On 
l’emploie encore pour déterminer les projections 
des lisses , etc. Dans tous ces cas on part , 
pour décrire l’ellipse , de la propriété qu’a cette 
courbe , savoir que ses ordonnées sont propor- 
tionnelles à celles du cercle décrit sur l’un de 
ses axes. C’est encore sur ce principe qu’est 
fondée la réglé suivante que l’on donne pour 
construire le maître couple d’un navire auquel on 
veut donner beaucoup de capacité. 

Supposons ( Fig. 41.) que AE est égale à la 
ligne du creux ; EM perpendiculaire à AÇ la 
demi-largeur du vaisseau ; M F le demi-plat de 
la varangue ; FB — El l’acculement ; on décrit 
à part un quarré 0 p qr dont on fait le côté op =s v 
EF. Ayant divisé 0 p en un certain nombre de 
parties égales , et AI en un pareil nombre de 
parties , on mene par les points de division , 
des perpendiculaires à op et AI ; puis décrivant 
du point r comme centre, et du rayon ro , le 
quart de cercle onp , on porte, la partie mn de 
chaque parallèle à pq , en m 1 n 1 sur la parallèle 
à IB , correspondante à pareille division ; la 
courbe Arc' B qui passe par tous les points n' 
ainsi déterminés , forme une partie du maître 
couple qu’on achevé ensuite , pour la partie 
inférieure , en menant du point B au point C 
bord de la quille , la ligne BC , élevant sur son 
milieu / , la perpendiculaire Ik qui coupe en A 
U ligne de BA parallèle à AE ; alors du point A 
connue centre et du rayon AB , on décrit l’arc 


\ 
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4e cercle BC qui touche la courte An 1 B au 
point B , parce que son centre h est sur la per- 
pendiculaire à la courbe An } B , au point B. 
L’autre moitié se construit de même. 

Il est facile de voir maintenant que la courbe 
dont il s’agit , est une ellipse dont le demi-grand 
axe est j BT = AI ; et le demi-petit axe , est 
AT—pq= DF ; en effet si par le point ( i ) 
n J et par le point n on mene n'n ; cette ligne 
sera parallèle à AE ; et puisque les points m 
«t m' sont deux points de division correspon- 
dans , on aura om : Am' : : op AI ; c’est-à-dire y 
(en supposant que nn' rencontre or en s et AT- 
en u ) s n : un' : : or ou A T : TB, donc les 
ordonnées un 1 de la courbe AN' B sont aux or- 
données Sn du quart de cercle , toujours dans le 
rapport de BT à AT ; donc cette courbe est une 
ellipse : d’ailleurs il est facile de voir que B T et 
A T sont les demi-axes. Or comme l’ellipse ren- 
contre perpendiculairement ses axes, il est visible 
que pour joindre le point B et le point C par un 
are qui touche la courbe en • B ; il faut que le 
centre k de cet arc soit sur la ligne TB prolongée. 

De l 'Hyperbole. 

3 1 8. Considérons maintenant la courbe (/7g. 42) 
qui auroit, en chacun de ses points M , cette pro- 
priété, que la différence — M Fdesdistances 
M f et M F à deux points fixes^* et F, fût tou- 
jours la même, et égale à une ligne donnée a. 


( ►) Nous supposons ici , pour faciliter la démonstration , 
•pi’on a placé le cGté cp sur' le prolongement de IA, 
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Nous allons chercher , comme nous l’avons fait 
pour l’ellipse , une équation qui exprime la relation 
entre les perpendiculaires P M menées sur la ligne 
F ’/, et leurs distances F P ou A P à quelque point, 
fixe F ou A , pris arbitrairement sur la ligne F f 
Je prends donc , pour origine des abscisses , le 
point A , déterminé en prenant depuis le milieu C 
de F f, la ligne C A=\a ,e t je fais C B-CA , 
Cela posé, je nomme A P, i;PM,y; la ligne A F 
nui est censée connue c; et la ligne FM , alors 
p P = AF - AP = c f P- =* 

f A + A P « / B + A B + A P =3 

c -f a + x ; et puisqu’on a M f — MF — a , 
on aura M f = a -j- M F = a -f 7. 

Les triangles rectangles F P M , f P M , donnent 
( F P) 2 4- ( P M)*= ( F M)*, et (/F) 1 -J- 
( P M ) 2 = (/M y ; c’est-à-dire , c c — 2 c x + 
x x \ y j = î i c c + 2ûc4- a a "f 
2 ex -\-2ax\xx\ y y = a a + 2 a \ + ? Z" 
Retranchant lapremière de ces deux équations , de 
la seconde , on a , en effaçant a a qui se trouvera 
dé part et d’autre ,4a} 2 ac A- 2 a x*= 2 a 

d’où l’on tire z = 2,c * + * ; mettant dond 

pour ^ , cette valeur dans la première e'quation , 

nous aurons c c zcx-^xx-^yy 
^ ccxx -{-4ac C x4-aacc-t- l^ac xx 4 * 2aac x + 4 aaxx t 


a a 


ou, chassant le dénominateur, transposantet rédui- 
sant ,aay yr=\ a a c x \ \ a c c x + A a c x x 
4- acc xx, ou aayy = (^a*{A cc ) 

T , . 4 a c “F 4 c c 

(a X A- X x) ; d’où l’on tire y y s — J * 

Qit x -f £ ) 


le point P étoit au-tfet* de F par rapport à A, FF teroit 
: _ e ; mais cek ne changerait rUa à l’éiuatio* finale. 

• o 1 9 


! 
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3iç. Cette équation peutservir à décrire la courbe, paé 
despoints trouvés successivement, en donnant à x plusieurs 
Valeurs. 

On peut encore décrire la courbe , par points, en prenant 
arbitrairement une partie B r plus grande que B F , et 
décrivant du point / comme centre , et du rayon B r un 
arc que l’on coupera en quelque point M par un autre arc 
décrit du point r comme centre , et du rayon A r. 

Enfin on peut décrire cette même courbe, par un mou- 
vement continu , de la manière suivante. 

On fixera au point/, une règle indéfinie oui puissé 
tourner autour de ce point. Au point Fet à l’un despo’ sQ 
de cette règle, onattachera les extrémités d’un fil FMQj 
moins long que/Q, et dont la différence arec/ Q , toit 
égale à AB; alors par le moyen d’une pointe j ou style M, 
on appliquera une partie M Q du fil , contre la règle . fai- 
sant mouvoir le style de M vers A en tenant toujours lefil 
tendu, la lignes’abaissera, la partie F M diminuera , et la 
style M décrira la courbe A M dont il s’agit , et qu’on 
appelle une hyperbole En effet, il est évidentque la totalité 
fO on /M 4-MQ étant toujours de même grandeur , et 
F M + M Q étant aussi toujours de même grandeur, leur 
ditiéreneej M f M Q — F M — • M Q, ou/M — - < FM , 
sera aussi toujours de même grandeur. 


o t > ' s * 4 t + 4 1 ■ c , . v 

02 o. L équation yy s — — (ax + x x ) 

1 / 4û c *l*^ f£: 

donnant y s + J/ — — { a x -f x x) , 

fait voir que pour une même abscisse AP, 
ou x , on a toujours deux ordonnées égales PM, 
P M , qui tombent de part et d’autre du prolon- 
gement de A B , qu'on appelle le premier axe ; 
ainsi la courbe a une seconde branche A M' par- 
faitement égale à la première ; et l’une et l’autro 
s’étendent à l’infini , puisqu’il est évident que 
jîlus on augmentera r , plus les deux valeurs Ay 


V 


4 a c -f- 4 c c , . 

• ( a x -f x x ) augmenteront. 

« 

Marine. Algèbre. Y 
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3a i. Si clans cette même quantité on fait je 
négatif, c’est-à-dire , si l’on suppose que le point 
P tombe au-dessus de A , elle deviendra -f- 



4 a c *t* 4 c c 
a a 


(** — fla*); 


or xx — a x, ou 


x ( x — a ) étant négatif tant que x est plus petit 

n .. , . ï / kac-+- l^c c t 

que a, la quantité^ y “ {xx — 4 Û *) 


pst alors imaginaire; et par conséquent y n’a aucune 
valeur réelle depuis A jusqu’à B; mais sitôt que x 
surpasse a, xx — <iî redevenant positif , les valeurs 
de y redeviennent réelles; il part donc du point B 
üne nouvelle portion de courbe m Bm'qui , comme 
la première , s’étend à l’infini de chaque côté du 
prolongement de AB, et qui est parfaitement 
égalé à celle-là, parce que si l’on prend B p — A P, 
alors x x — a x où A p X p B devient égal à AP X 
PB; donc aussi p m est égal à P M. 


3aa. Si dans l’équation y y 


E= 


4 a c + 4 c c 


a a 


( a x + x x ) , on lait y = o , on trouvera que 
<zx + xxoux.(ad'x) — — • o , qui donne x = o , 
pt x \ a zzz o ou x — a ; donc la courbe 
rencontre l’axe A B aux deux points A et B. 


323. Si l’on suppose A P ~ A F , c’est-à- 
dire , x — c , pour avoir la valeur de l’ordonnée 
F m" qui passe parle point F ( qu’on appelle le 
foyer, ainsi que le point f) , on aura. . . . , 


= ± V 


4 a c 


4 ce 


a a 


{ac -j- C c) 


X/ -+- c c )* ___ _j_ 2 ( a c - h cc) 

a a — « 


donc 
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2a double ordonnée m' 1 m 7 " ~ ^ — — ; 

— “ a 

cette ligne est ce qu’on appelle le paramètre de 
l’hyperbole ; ainsi en représentant cette ligne par p, 
4 (ac + cc) 

a 


on aura p — 

p 4(ac|tc) 


a a 


, et par conséquent 

Substituant dans l’équation 
de la courbe , on la changera en cette autre plus 

simple , y y — ( a x -f- x x ). 

De la valeur de p , on peut conclure que le 
paramètre du premier a e de l'h perbole est plus 
que le quadruple de la distance du sommet A au 

foyer r ; car cette valeur p — , 


qui est évidemment 


, . __ 4 ce 

se réduit a p — 4 c — ~ — 

plus grande que 4 C. 

3a4- Si sur le milieu C de AB , on élève une 

perpendiculaire D D' , dont la moitié C D soit 

moyenne proportionnelle entre ceta+r, c’est-à- 

dire, entre A F et f A, cette perpendiculaire est 

ce qu’on appelle le second axe de l’hyperbole ; 

... , b b ' , 

ainsi en la nommant b , on aura -j— ~ c. (a -f-c) , 

ou b b — 4 a c -f 4 c c ; et en introduisant cette 

valeur de b b dans l’équation f ^ * r r ■ 

( a x -f x x ) , celle-ci se changera en y y 
b b v 

• (a x + xx.) On voit donc que ces trois 

a a 

équations de l’hyperbole , ne diffèrent des trois 
équations correspondantes de l’ellipse , que par le 
signe du quarré c c et du quarré x x. 

^ Y 4 
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b h 

Cette même équation y y ZZ: — — ( a x + * x J 
v a a 

nous fournit aussi une propriété analogue à celle 
que nous avons remarquée dans l’ellipse : en effet, 
si l'on chasse le dénominateur a a on aura a a y y es 
h b (a x + x x) ■> qui donne cette proportion , 

y y : a x -f- x x : : b b : a a , ou P M 1 : A P -J- 

PB : : DD 7 * : TB 1 ou ; : CD 1 ; ÂC Z le 
quarrè à' une ordonnée au -premier axe de l'hyperbole , 
est donc au produit A P X P B des deux abscisses , 
comme le quarrè du second axe est au quarré du 
premier ; et par conséquent , les quarrés des or- 
données sont entreux comme les produits des abscisses 
Correspondantes. 

Lorsque les deux axes a et b sont égaux , 1 e- 
quation est y y — a x 4 - x x qui ne diffère de 
celle du cercle que par le signe du quarré x x ; 
l'hyperbole s’appelle alors h .perbole équilatère. 

De 1 équation p — . , on tire 

4 a c + 4 c c — a p , et puisqu’on a aussi 
+ on a donc a p s b b 

qui donne a : b : : b : p ; donc le paramètre du 
premier axe , est une troisième proportionnelle à 
ce premier axe et au second. 

v ^ 

3a 5. Si du point D au point A, on tire la droite 
DA, le triangle rectangle DC Adonnera DA « 

1 /clÿ+Â c- =3 . J 

-g/ ^bbf\aa, ou, en mettant pour b b sa 
valeur 4 ac-)- 4 cc,DAs P ce + a c -f \a a 
s c + ï a a AFjCAs CF. 
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Donc, pour avoir les foyers quand on a les axes , il faut 
porter D À de C en F ; et au contraire pour avoir le second 
axe quand on a le premier et les foyers , il faut décrire du 
point A comme centre et du rayon C F , un arc qui coupe 
la perpendiculaire D D 7 , en quelque point D. 

3 26. On voit' aussi que la description de l’hyperbole dé- 
pend des deux quantités, savoir, le grand axe et le petit 
axe} ou le grand axe et les foyers, ou le grand axe et lo 
paramètre. D’après ce que nous venons do dire , on ramè- 
nera toujours aisément la description de l’hyperbole à l’une 
des méthodes que nousvenons d’indiquer. Car si l’ondon- 
noit , par exemple , le grand axe et le paramètre, alors 

Ï menant une moyenne proportionnelle entre ces deux 
ignés , on auroitle second axe qui servirait à trouver les 
foyers. 

327. Si l’on prend sur Mf, la partie M G - ME 
tt qu a ant tiré F G , on lui mène .lu point JM la. 
perpendiculaire MOT, cette ligne sera tangente à 
l hyperbole , c'est-à-dire , ne rencontrera la courbe 
qu'au seul point M. 

En effet , d’un autre point quelconque N pris 
sur F M, menons aux deux foyers les droites NE 
et N F, et au point G la droite NG; il est évi- 
dent, par la construction , que N F et N G seront 
égalés ; or N f est plus petit que N G -f- Gf et 
par conséquent , plus petit que N F -f Gf; donc 
N/- N F est plus petit que Gf , c’est-a-dire , 
que M f — M F ; donc le point N est hors de 
l’hyperbole; on démontrera la même chose de tout 
point de T M , autre que le point M. 

Les angles FM O èt O MG sont égaux, d’après 
la construction précédente ; or O M G est égal à 
son opposé N M Q; donc F M O est égal à N M Q/ 
donc la ligne M F , qui va au foyer F, fait avec la 
tangente, le même angle que fait, avec cette même» 
tangente , le prolongement M Q de la ligne ^ M 
qui va à l’autre foyer. 

y 3 


/ 
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Donc , si le point F est un point lumineux , tous Te* 
rayons qui , partis du point F, tomberont sur la concavité 
M AM’, so réfléchiront comme s'ils partoient du point/. 

328. Déterminons maintenant la soutangente 

P T. 


Puisque l’angle FM/* est divisée en deuxparties 
égalés parla tangente MT, on aura ( Gèom. 104 ) 
: M F : :/T : FT; or en nommant , comme 
ci-dessus , M F , ^ , on a ^ } a : d’ail- 

leurs F /mu B f -{- AB AF valant a -J- 2 c , la 
Ïigne/^T ou F f — F T, vaudra a -f- 2 c — FT; 
on aura donc ^ -{- a : \ : : a -j- 2c — F T: F T; 
donc en multipliantles extrêmes et les moyens, on 
aura j XFTjaXFTs «? { 

F T; d’où, après les opérations ordinaires, on tire 


F T - 


2 C 


? î 


2 -J* a 


( 2 c -J- a ) j 
2 1 + a 


or nous 


avons trouvé ( 218)^ 


2 


c x — f- a c -4- a x 
a 


-, . icïiîüc + îax + îs 

donc 2 1 a t=. — ;=: 

(î: + a).2xf (îc + a)d (îc + a)(2x + a) 
a a 

substituant ces valeurs , dans celle de F T , on 

2cx-{-ac-\-ax 


(3 c -j- a) X 


aura F T s 


; ou , 


(ac + o X 


2 x 4- a 


2 C + 


en supprimant le facteur commun . 

F T — . Ayant ainsi trouve b I , 

il est aisé d’avoir la soutangente PT ; car PT — 

FT - FP = FT - AF -f AP ss 
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30X-4-3XX 

3*4-11 


a *4-** 

x HhTi > 


donc P T =3 


a x -4- x x 
x 4- î a * 


d’où l’on voit que l’expression de la soutangente, 
pour l'hyperbole , ne différé que par les signes, de 
celle qu’on a eue pour l’ellipse. 

829. Si de P T on retranche AP, on aura AT 
ou la distance du sommet jusqu’à l’endroit où la 
tangente rencontre l’axe. Cette distance sera donc 

• . . a x -J- x x . 

exprimée par x , qui se réduit a A I 


^ ‘ «4-* 

33o. Cette expression de A T nous donne 
lieu de faire quelques remarques sur la courbure 
de l’hyperbole. Nous avons vu ci-dessus que 
chacune des deux branches A M , A M' s’éten- 
doit à l’infini. Cependant leur courbure est telle 
que toutes les tangentes que l’on, peut mener à 
chacun des points de ces branches infinies , ne 
rencontrent jamais l’axe que dans l’intervalle com- 
pris entre A et C. En effet , si dans la valeur de 
A T on substitue popr x, toutes les quantités ima- 
ginables depuis o jusqu’à l’infini, la valeur de AT 
ne croit que depuis o jusqu’à \ a ; car quand x est 
infini , le dénominateur * a x doit essentielle- 
ment être regardé comme la mente chose que x , 
puisque si l’on conservoit alors [ a , ce seroit sup- 
poser qu’il peut augmenter x , et détruire , par 
conséquent, la supposition qu’on fait que x est in- 
fini: or dans ce cas la quantité A Tse réduit à — a —‘ 

c’est-à-dire à donc la tangenteàl’extrémité infinie 
de chaque branche A M et A M', passe par le cen- 
tre C. Et puisque les branches opposées B m et B m' 
sont parfaitement égales à celles-la , et que les 

Ï4 
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points A et B sont également éloignés de C , U 
s’ensuit que ces mêmes tangentes sont aussi tan- 
gentes’ aux extrémités infinies des branches B m 
et B m', On les voit {fi g. 43 ) représentées par les 
lignes C X , C Y. 

33 1. Ces tangentes s’appellent les asymptotes de 
l’hyperbole : ce sont , comme on le voit , des lignes 
qui partant du centre, s’approchent sans cesse de 
l’hyperbole, sans pouvoir l'atteindre qu’à une dis- 
tance inhnie. 


Si par le sommet A ( fis- 42 1 , on mène la 
d cite A t parallèle à PM , tes triangles semblables 
T Ar , T P M , donnent T P : P M :: T A : A /; 


c’est-à-dire 

1 ±12. * . 

i «-H* 


a x 


X* 


i a x 


t a 


; At s=s 




ax 


■xx 


ou , en mettant 


pour y sa 
î h y' ( Ôx 


valeur a 

-I- X X ) 


1 /(Ax { ix ) , Ar 3 


a -4- x ,qui lorsque x est infini , devient 

\ b ou C D , parce que a x doit être supprimé 
vis-à-vis de r , et a vis-à-vis de x. Voici donc com- 
ment on déterminera les asymptotes. On élevera 
au point A ifig. 43 ) une perpendiculaire A L , 
que l’on prolongera de part et d’autre du point A, 
d’une quantité égalé à C D ; alors tirant par le 
centre C et par les deux extrémités L et L' deux 
lignes droites , elles seront les asymptotes. 

33 2 . Pour avoir l'expression de C T {fi g- 4 2 )» 
il faut de C Aretrancher AT., et l’on aura C T s 

, i 0 x i a a C A 1 

a — • , — r- t= — . — 5; — , qui donne 


-> a +x ! 0 -f * *■** Ci 

cette proportion C P ; C A ; ; C A; CI, 


joogte 
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333. Si l’on veut avoir l’expression de T M , 
le triangle rectangle T P M donne T M* 

SS pIF -I- “ÏÏT 2 =» — . ( a X | X * ) 4. 


( a x -f- x x)* 

(}«+*)' 
( a x + x x ) 

( 1 « + *) 2 ' 




bb- 


a a 


* a 

T 


x 1 \ a x \ ara:} 


334 . Pour avoir l’expression de P I ou de la 
sou-nornrale , les triangles T P M , M P I ( sem- 
blables à cause que 1 angle T M I est droit, et que 
P M est une perpendiculaire abaissée de l’angle 
droit ) donneront T P : P-M : : P M : P I , ou , 


<zx + xx „ T >’(£•« + *) 

îT+t - y ■■■y ■ p 1 3 — 

i b 

O 


a x -j- x x 

à cause que y 1 s . ( a x -f x x),PI 


ou 


b b 


a a 


( \ a + x ). 


335. Cherchons maintenant 1 équation par rap- 

Î îort au second axe D D'; et pour cet effet, menons 
a perpendiculaire M P' sur ce second axe , et 
nommant M P' , y ; D P' , x' ; on aura CP' sa 
P Ms ; s 1 i - y / P M s CP ss 

i a -f .r = y 1 ; et par conséquent x — y — i a ; 
substituant donc pour x et y ; ces valeurs , dans 

l’équation y y — (ax-^-xx) ou aayy^ 1 

b b (<zjc-|-*x),on aura , après les réductions 

faites , / y = ( i b b — b x' + x' x' ) ; 

d’ou l’on voit qu’il n’en est pas de l’hyperbole 
Comme de l’ellipse ; lequation à 1 egard du second 
axe , n’est pas semblable à celle qu’on a à l’égard 
du premier. 
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336. Enfin si l’on veut l’équation par rapport 
a l'axe A B , en prenant les abscisses depuis le 
centre C ; on nommera C P , ? ; et l’on aura 
? = .C A + A P — i a f a- ; et par 
conséquent x — ^ — '-a ; substituant dans 

j. , . b b • , 

1 équation y y — (ax{ ïï),on aura 
b b 

y y — a a" C ï \ ~ -4 a a ) > pour l’equation par 

rapport au premier axe , les abscisses .étant prises 
du centre. 

Et à l’égard du second axe D D' , si l’on nomme 
C P' , \ ; on aura ■( = CD — DP' b — x' ; 
et par conséquent x' = à b — f ; substituant 

dans 1 équation / / = (ïb b — bx' + x x' ) 

que noirê* avons trouvée ( 335 ) pour le second 


axe, on aura y y = -ff- ( ?' *' -f b ). 

33 7. Si l’on veut rapporter au centre C , les 
expressions de PT, C T, P I , T M , trouvées 
ci-dessus , il n’y a qu’à substituer, dans ces expres- 
sions , ? — i a , au lieu de x- , et l’on trouvera 

p r = r - ? ~ -s- a -, c r= iü , p 

l l a a 


\ î ? ~ î û ) 


t 


TM* = ( -^- LL 

V as ' ' ‘ " U 

Et si 1 on prolonge M T jusqu’à ce qu’elle ren- 
contre le second axe en T', les triangles semblables 
TPM, T CT' donneront TP:PM:: CT:CT' , 

ou JA~** aa . _iJL±_ -c T' = ay • 

1 ' ? ? — h 1 * 


1 


■y •• : 


mais \ \ \ a a — ; donc CT' = 

i b b __ CD 1 __ CD 1 

v PM ’ '~ZY r ~ 1 ^ onc C P' ; C D 

: C D ; C T'. 


rGl 
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338. Si par le centre C de l'hyperbole (fi g. 43 ) 
on mène une droite quelconque M C M' terminée 
de part et d'autre à l’hyperbole, cette droite s’ap- 
pelle un diamètre. Toute droite m O menée d’un, 
point m de la courbe, parallèlement à la tangente 
en M, et terminée au diamètre M M' prolongé , 
s’appelle une 01 données, cediamètre, M O et OM' 
en sont les abscisses. Nous allons démontrer que 
les propriétés des ordonnées m O , à l’égard des 
diamètres terminés à la courbe , sont les mêmes 
que celles des ordonnées M P à l’égard du pre- 
mier axe. 


Menons des points m et O , les perpendiculaires 
m p et O Q sur l’axe A B ; et du point m menons 
m S parallèle à A P ; nommons P M , v; CP , % ; 
Qp , g ; C Q , k ; nous aurons AP = CP — • 
CA=T-ia;BP=CP{BC =ï + la; 
A p — C p — CA = C Q — Qp — C A — 
k — g — J a; Bp = Cp-4-BC = Æ — 

ë I > 


Les triangles semblables C PM, CQO, donnent 
C P : P M : : C Q : Q O ; c’est-à-dire , ^ :y 


: : k : Q 


O = 


il 

1 


.Les triangles semblables 


T P M, m S O , donnent P T : P M : : m S ou 
Q p : S O ; c’est-à-dire (33^) M’ — “ — : y : : g 

: S O = — ; donc m p = S Q =* 

QO — SO = -^ — , . zé y ~ a ~ > or puisque 
le point m appartient à l’hyperbole , il faut ( 3^4 ) 
que pm x : PM 1 : : A p x p B : AP x PP/ 


c’est - à - dire , 



g 1 y \ï . 

a — *«<* ' y * 


( 
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: : ( k — 

• ( ? * 
2 gkiyy 


C o 

g “ i « ) 

« ) ( ï + 


Ü R S 

X ( k 
i«) i 


~ g f 

k k y y 

ou. 

î ? 


+ 


? ï J J , , , , 

-ïïÿ : yy"kk—»kg + 


i ( i i — i a « ) 1 ( ? ? 

£ g 1 ? ? \ a a ! donc , en multipliant 

les extrêmes et les moyens , et faisant attention 
aux quantités qui se trouvent multipliées et di- 
visées , en même temps , par ^ % — ' a a , et à 

k k y y 

celles qui le seront aussi par % , on aura ~ZT~ 
( ? S ~ \ & a ) — 2. g h y y + — - — 1 ly y — 

kkyy-2 g h y y f g g yy -_'( a 

f k h y y 

en développant le terme “'7“" ( _ , _ * a a \ - 
et supprimant kk y y et - 2 g k y \ que Ion aura 
alors dans chaque membre; divisant de plus par y y , 

SS l l 


? ? — ? a a 


y y 


eu 


a a k k 


on aura — 4 4. - _ „ 

# U + f î — iaa Së ~ * aa 

équation qui va nous servir à démontrer la pro- 
priété dont il s’agit ; mais auparavant nous ferons 
observer que si de part ou d’autre du çentreC, on 
prend sur 1 axe A B la partie C R qui soit moyenne 
proportionnelle entre BP et A P; c’est-à-dire, telle 
que C R = A P + PB = ? 7 \ a a ; 

et si ayant eleve la perpendiculaire R N' terminée 

Cn n • J* ar !a l '^ ne ^ ^ men£ ^ e par le centre G 
parallèlement à TM, on fait C N = C N' , 

a.orsNN est ce qu on appelle un diamètre conjugué 
au diamètre M Al ; et l'on appelle paramètre du 

~f™ etre ^ ^ une troisième proportionnelle à 
M M' et N N'. 11 

Revenons maintenant à notre objet ; nommons 
CM * a'; C NouCN / f 4 ';CO, 7' et O m, y', 
Ces triangles semblables C P U, C Q O , donnent 
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CM:CP;:CO:CQ; c’est-à-dire , ta" : \ : : % : h; 

donc k = -f~ï* 

T « 


Les triangles mSOetCN'R, semblables à 
cause des côtés parallèles , donnent C N' : C R 
: : m O : m S , ou * b' : C R : : y‘ : g ■ donc 
CRxy 

g TJ * — » et P ar conséquent g g — 

C R* yl y 1 , 

TJTJ'i — ~~ > ou s puisqu’on a fait CR 1 s 

, y’ y 1 ( î l — i °° ) . 

n a a ■> g g — l b’ b’ 

Substituons pour g' g et k A, les valeurs que nous 
venons de trouver , substituons-les , dis-je , dans 


laaU , ggu _ 

1 équation — f u — laa ~ S g — \a a 

trouvée ci-dessus , et nous aurons — \ a a : 

IluIiL + y’y’i ? ( ? r — î°o //? ? 

Îa'fl'îï l*' b ' (r î— ~ “* 

; a a , ou ( en réduisant et divisant 


ensuite par \ a a) 


— îV 

£ a' al 1 1 


££ 6 ' 


5 ' £> 


eu , après les opérations ordinaires j/ y' = -7 — j 

( £ 7 ^ — J a' a' ) équation semblable à celle qu’on 
a eue pour le premier axe. 


389. Si l’on fait y' =3 o , on trouve ^ a' a! 

=0 , qui donne £ 7 53 + ’ a 7 ; la courbe rencontre 
donc la ligne 1 V 1 M 7 en deux points opposés M et M 7 , 
éloignés du centre , chacun de la quantité \a' , ou 
C M; ainsi tous les diamètres sont coupés en deux 
parties égales au centre. 


9 
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340. L’équation / y 's ( z' t — W a' ) 

, 6 » 

donnant/ a 4- — — V U'i' — J a' a') ; c’est-à- 

dire , deux valeurs égales et de' signe contraire , 
pour/, fait voir que si l’on prolonge m O, de ma- 
nière que O m' zs Om,le point m! appartiendra à 
la courbe; chaque diamètre M M 7 coupe donc en 
deux parties égales les parallèles à la tangente qui 
passe par son origine M. 

34 1. La même équation donne a'ayy^b'b' 
( î t — , a a ) ; dou Ion tire / / : çj £ — . 
{ a' a' : : b' b' : a' a' ou m O 1 : MO X O M' 
: : N : M M y 1 ; c est - à - dire , le quarré 
d'une ordonnée quelconque mO à un diamètre terminé 
à la courbe, est au produit M O X O M' de ses deux 
abscisses , comme le quatre du diamètre conjugué , est 
au quarré de ce premier diamètre. 


342. Si du centre C on abaisse sur t m la per- 
pendiculaire CF, les triang’es semblables C F T, 
TPM , donneront TM ; pm ; .* CT ; CF, et 

P M X C T 

par conséquent C F = . Les triangles 

semblables C R N' , T P M, donneront PT : T M 
j ; C R : C N' ou C N ; donc CN=* . 

, r F v r N FMXC T X T M X c R 

donc C r X C JN ■ T M X P T 1 == 

PMXCTXCR - — 

-, ou en quarrant , CP 1 x C N* 


P_T_ 
PM 1 


X CT‘ X CR’ 


y y 


bb 


P T’ 


or on a P M*= 


T7 •(££ — a) l CR 1 


II “ 
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\ a a ( 338 ) ; et ( 33 7 ) CT* = 


PT* 


(n-— I aa V 

ï i 


i i 


; substituant ees valeurs j 


on a, après les réductions faites , C F\X CN 1 = 
Tôae ài, ou C F X C A-=r \a b ; or, si l’onpro- 
longe M T jusqu a l’asymptote en / , yM7seraégal 
à C N , comme nous le verrons ci-dessous , et 
C I AI N sera , par conséquent , un parallélogramme, 
dont la surlace sera e==* CF Y. Al I = C F Y. CN; 
donc quelque part où soit le point AI , le pa- 
rallélogramme C 1 Ai N sera toujours égal en sur- 
face au rectangle des deux demi- axes ; c’est-à-dire , 
à l a X î b ou \ a b. 


343. Les triangles semblables TP Ai et CRN 1 
donnent T P : P AI : : CR: R N J ; donç 
PMXCR 


R N' = 

_b b 1 1 


TP 


et K N' 1 = 


PM 1 X CR’ 
T P 1 ’ 


a a 


en substituant les valeurs algébriques et 


réduisant ; or les triangles rectangles C P Ai 
CRN' donnent CM 1 = CP -f PM* , 
et cTN' 1 ou CN* = CR* -f RN'* ; 
donc CTÂI 1 — CN* = TP' 

P M * — CR 1 — R N'* ; substituant dans 
le second membre , au lieu des lignes qui y 
entrent, leurs valeurs algébriques trouvées ci-des- 
sus, on aura, après les réductions faites , CAP 

— C JV* = \ aa — \ b b ; c’est-à-dire, que 
la différence des qnarré s de deux demi-diametres con- 
jugués quelconques , est toujours la meme , et égale 
,à la différence des quarrés des deux demi-axes. 
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Il suit delà que clans l’hyperbole équilatèfC J 
chaque diamètre est égal a son conjugué ; car si 

a t— b , on a C Al * — C N 1 = o , et par 
conséquent , C M = C N, 

3 /, 4. Si dans CN* = CrT 2 + RN 7 * 
on substitue pour C R et R N' leurs valeurs algé- 


b b 7 j 
a a y 


briques , on aura C N 1 ■== £ £ — \aa + 
er nous avons trouvé ci-dessus ( 33 ? ), TM* == 

( 


b b n 


a a 
TM* 5=s 


+ Z Z — l a a ) 

fl — l a a 

l l 


II — ! « « 
ï ï 


X CN* 


; donc 
mais les 


triangles semblables M P T et M P' P donnent, 
en quarrant , PT* : TM* :: PAM* : T'M* ; 
( Il — £««)’ CN 1 X (il — iaa) 

Il J l 

T'M*; donc T'M« = ^ ; donc 

îï — k aa 

T M * X T M* = CN 4 , ou TM X PM =® 

CN*; mais si l’on nomme p' le paramètre du 

diamètre M M' , on aura 2CM: 2 C N:: 2CN: 

p ' , et par conséquent 2 p' X CM = 4 C N* , 

ou C N 1 = i p' x C A1 ; doncT M X PM 
J p' X C M , d’où l'on tire C M : T M : : PM . ïp'. 



345. Dell on peut conclure la méthode suivante pour 
avoir les axes de l’hyperbole , et par conséquent pour dé- 
crire cette courbe, lorsqu’on ne connoît que deux diamè- 
tres conjugués , et l’angle qu'ils font entr’eux. 

On prendra sur M C ( fig . 44 ) une ligne M H =* j p’, et 
sur le milieu I de C H onëièvera une perpendiculaire I K 
qui coupera en quelque point K la ligne M T' menée par 
lapointM parallèlement au conjuguéNN'. Dece point K, 

comme! 
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«OTfttne centre et d’un rayon égal à la distance de K à C » 
on décrira un cercle qui r encontre raM T’aux deux points 
T et T' par lesquels et par le centre C tirant T C et C T' , 
ce seront les directions des axes; carilest clair i.° que l’an- 
gle T CT 7 sera droit, puisque la circonférence passe pat 
le pointC , et qu’elle a T T 7 pour diamètre ; z.° parla na- 
ture du cercle, on a ( Géom. 127 ) CM : T M : : T'M : 
M H ; donc , puisqu’on a fait MH= * p' t on a C M : TM : : 
T 7 M : ï p 1 . 

Ayant ainsi déterminé le» directions des axes , on en dé- 
terminera la grandeur en abaissant du point M, les perpen- 
diculaires M P,M P', et prenant CA moyenneproportion- 
nelleentre C P et CT, etC D' moyenne proportionnelle 
entre CP' et C T’j c’est une suite des expressions que nous 
avons trouvées ( 337) pourC T et CT 7 . 

Quand les deux diamètres conjugués que l’on connote 
sont égaux, alors le paramétre leur est égal aussi, ce qui 
rend MH=MC; les deux points de section H et C sa 
confondant alors, M C est une tangente au cercle ; ainsi, 
ïl faut tout simplement , pour avoir le centre K , élever 
6ur CM une perpendiculaire au point C. 

De l Hyperbole entre ses asymptotes . 

346. L’hyperbole considérée par rapport à ses 
asymptotes, a quelques propriétés dont la connois- 
sance peut être utile ; nous allons les exposer. Il 
faut se rappeler ici comment on détermine les 
asymptotes, ( Voye^S3i ). 

Nous allons rapporter chaque point E de l’hy- 
perbole (figure 45 ) , aux deux asymptotes CL Ô, 
C L' 0 , en menant la ligne E Q parallèle à l’une 
d’entr’elles ; et nous chercherons la relation qu’ont 
entr elles les lignes E Q et C Q. 

Pour trouver cette relation , nous mènerons par 
le point quelconque E , ia ligne O E e parallèle au 
second axe D D' , et la ligne E S parallèle à C L O ; 
par le sommet A nous tirerons A G parallèle à 
C L' 0. Et nous nommerons CA, l a ; C D ou A L 
ou A L ; , \ b ; C P , 1 ; P E ,j> ; A G , m ; G L , 
?/CQ,t;QE,«. 

Marine. Algèbre, Z 
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Les triangles semblables C P O , C AL, Hotte 
donnent CA:AL::CP:PO, ou l a : § b , 

* b 7 

.ou a : b : : Z ; P O *== P o — “ ; donc 

i 7 „ b 7 

E O = — y » et E o == + jy ; 

par conséquent EOxEo— — — — J y *=* \ b b 

a a h b 

( en mettant pour y y sa valeur — . ( £ £ — \a a) 
et réduisant ) ; c’est-à-dire , que E O X E 0 — 
C D z = AL 2 , propriété qui appartient à 
tout point de l'hyperbole , puisque le point E a 
été pris arbitrairement. 

3^7. Les triangles QE O , E S o, et A G L 
semblables entr’eux , donnent AL : AG : : EO : EQ , 
et AL:GL::Eo:ES; donc , multipliant 
ces deux proportions par ordre , afin d’y intro- 
duire E O X E 0 dont on a la valeur , on aura 

ÂU : AG X GL : : EO X E 0 : E Q x ES, 

c’est -à -'dire , \ b b :m n \ :\b b : u t ; donc 
u t ==. m n ■ équation à l’hyperbole entre ses 
asymptotes. Ainsi en quelque point E que ce soit 
de hyperbole, on a toujours EQ X E S, ou plutôt 
EQ -f CQ = AG x-G L. 

Or si l’on suppose que le point E tombe en A, 
C Q devient C G et QE devient A G; on a donc 
CGx AG = AGXGL; donc CG— G L. 
jVlais le point G se trouvant , par-là , être le mi- 
lieu deX L , on doit avoir CG — AG — G L: 
car le cercle décrit sur C L comme diamètre , et 
qui auroit par conséquent C G pour rayon , pas- 
seroit par le point A , à cause de l’angle droit A ; 
on a donc m = n , et par conséquent u r = 

CG*. 
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Ce quarré constant rn ou C G 1 , auquel le 
produit u t ou C Q X Q E est toujours égal . s’ap- 
pelle la puissance de l’hyperbole. 

348. De la propriété que nous venons de dé- 
montrer , on peut déduire cette autre ; De quel- 
que point E que ce soit de l'hyperbole , si l'on tire , 
de quelq ue manière que ce soit , une droite R E r ter- 
minée aux asymptotes , les parties RE,mr, inter- 
ceptées entre la courbe et les asymptotes seront égales. 

Car si par le point mon mène li m H parallèle à * 
O E 0 , les triangles semblables R E O , et R m H 
donnent E R : R?n : : E O : H m; et les triangles 
semblables r h m et r o E donnent E r : m r ; ; 
E 0 : m h ; multipliant ces deux proportions par 
' ordre , on aura E R X E r : R m X m r ; : EO 
X E 0 : H m X m h ; or les deux produits E O 

XEoetHm^mi sont égaux chacun à C D 1 
{ 347 ) ; donc E RXEr=RmXmi-,ouER^ 

( E m -f- mr *) = (ER-f ErajXmr; fai- 
sant les multiplications indiquées, et supprimant, 
de part et d’autre, ER X m r, on aura E R X E m 
= E m X m r ; donc E R = m r. 

349. Delà on conclura que toute tangente T / à 
l’hyperbole , terminée aux asymptotes, est divisée 
en deux parties égales au point de contact M. 

35 0. Si, par le point M, on tire I M parallèle à 
D D , et si , par un point quelconque E , on tire 
R E r parallèle à la tangente T r, les triangles sem- 
fclables T M I et R E O donneront T M Ml-. 
RE : EO; et les triangles semblables M i t , Eor 
donneront M r ou TM: M r : : E r E 0 ; multi- 
pliant ces deux proportions pat - ordre , on aura 

TM* : MI x Mi : : R E X E r : E O x E n ; or 
les deux produits M I X M i et E O X E 0 sont 

chacun égal à CD 1 ; donc T M 1 ==RE x Er. 

Z 2 
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35 t. Si , du centre C , on mène le diamètre 
C M V , il divisera en deux parties épies la ligne 
R r parallèle à T t , puisque ( 349 ) il passe par le 
milieu M de T t ; nommant donc C M , l a 7 ; 
T M , | q ; c V , ; l'ordonnée V E , y' ; les 

triangles semblables C M T , C V R donneront 
C M : M T : : C V : V‘R ; c’est - à - dire , 

l a! ; ï q ou a’ : q : : : V R = V r = -*f- ; 

* f a 7* 

donc R E = 9 -~r — / » et E r = -r +/; 
donc puisque R E X E r == T M 2 == l q q , 


on aura - q j~ r / y 1 i î ? > or ( 338 ) 

( ï 7 S — l a' a') ; donc en substi- 


y y' 


a' a' 


9îî’ï' 


tuant , on aura a i a i y\b'b‘ \qq-> 

ou ( q q — b' b' ) XX. = *' ( q 'Ç — b' b' ) ^ 


eu (q q — V b' ) -Lit — ? (q q — ) — 0 » 

a ' a 1 

( „t 

i-i — M = ©;et divisant 

par X- 1- — 1, on aura q q — b' b' = o , qui 

donne q = b', ou £ q = \ b' ; c’est-à-dire, 1 V 1 T= 
C N , C N étant le demi-diamètre conjugué de C M ; 
c’est ce que nous avons promis (842) de démon- 
trer. On a donc ( fig . 43 ) M I = CN. 

352. On a donc aussi pour toute droite REr 
parallèle au conjugué C N {f<g> 45 ) RE X E r 

= CN 2 . 
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353. On voir doncquo , connoissant deux demi-diamètres 
«onju gués CM , CN(fo 4 6) , et l’angle qu’ils font 
entr’eux, il est très-facile de décrire l’hyperbçle par des 
points trouvés successivement. En effet , ce qui a été dit 
( 349 et 35i ) fait voir qu’en menant par l’origine Mdu 
demi-diamètre C M la ligne T M t parallèle à C N , et • 
prenant de part ei d’autre du point M les parties MT, s 
M t égales chacune à C N ; si par le centre C , on tire 

les lignes CT et C t , elles seront les asymptotes. Et ce 
qui a été démontré ( 348 ) fait voir que si par le point M , 

©n tire arbitrairement tant de droites PM Q, PMQqu’on 
voudra, et qu’on fasso sur chacune PO » M Q, les points 
O trouvés de cette manière, appartiendront tous à l’hyper- 
bole cherchée. On peut ensuite faire servir chaque point O, 
à en trouver d’autres tels que N , V , etc. en tirant les 
droites R O S , R O S , etc. et faisant S V = R O. 

354. Onvoitaussi, par-là, comment, entre doux lignes # 
données pour asymptotes , on peut décrire une hyperbole- 

qui passe par un point donné entre ces lignes. 

355. Enfin, en divisant l’angle des asymptotes et son sup- 
plément , chacun endeux parties égales, on aura les J direc- • 
lions des deui axes, dont on déterminera la grandeur 
comme il a été dit ( 345 ) J ce qui donne un second moyen 
de résoudre la question dont il s’agissoit au même endroit. 

De la Parabole. 

356. Il s’agit maintenant de trouver les proprié- 
tés de la courbe dont chaque point seroit aussi éloi- 
gné d’un point fixe F (Jlg- 47 ) , que d’une droite* 

X Z dont la position est connue, c’est-à-dire, d’une 
courbe telle que pour chaque point M, abaissant 
la perpendiculaire M H , on auroit toujours M F 
s=M H. 

Du point F, menons F V perpendiculaire surXZ, 
et partageons F V en deux parties égalas en A; A 
sera un point delà courbe , puisque AV= AF j ce 
point ô6t le sommet. 

Pour trou ver les propriétés de cette courbe qu’on 
appelle une parabole , nous allons chercher unes 
équation qui exprime la relation entre les perpenr- 

Z 3 
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diculaires M P abaissées sur F V , et leurs distances 
A P au point A. Nous nommerons donc AV ou A F , 
c; AP, x; P M , y; alors nous aurons VP— AV 
+ AP=c + — M H ; et puisque MF=MH, 

nous aurons aussi M F = ç +■ x; d’ailleurs FP = 
AP — A F = jc — c ; or le triangle rectangle 

F PM donne FF 2 -f- ÏÏM 2 _ FM 2 ; 
donc x x — 2 c xF c c +yy = ce + 2 c x + x.r: 
donc , transposant , et réduisant , y y = 4 ex; c’est 
là J équation de la courbe, et voici ce quelle nous 
apprend. 

i.° Cette équation donne y **= - 4 - V 4 c x; 
donc , pour une même valeur de x ou A P , on a 
deux valeurs égales de y ou PM; mais comme 
l’une est positive, et l’autre négative, elles tombent 
de côtes opposes de la ligne indéfinie API qu’on 
appelle 1 axe ; c’est-à dire , qu’elles sont PM et 
F M' ; la courbe a donc deux branches AM , AM' 
parlai te ment égales et qui s’étendent à l’infini, puis- 

qu ’il est clair que plus x augmentera , plus 1/4 ex, 
et par conséquent^ augmentera. 

2. 0 Si l’on fait x négatif , on aura y y — + 

V — 4 c x; c’est-à-dire, imaginaire; la courbe ne 
s’étend donc point au-dessus du point A. 

3 .° Si l’on fait x=?c pour avoir l’ordonnée qui 
passe par le point F qu’on appelle le fo ,er on a y = 

±V4 ce = + 2 c; c’est-à-dire, queFm // = 
2 c ; donc m" m'" — 4 c. Cette ligne m" m!" qui 
passe par le fo^er est ce qu’011 appelle hparamètre 
de 1 axe de la parabole. Ainsi le paramètre de l axe 
de la. parabole est quadruple de la distance AF du 
sommet au foyer. 

4. 0 Donc , si l’on nomme p ce paramètre , on 
aura 4 c p , et l’équation de la parabole devien- 
dra par conséquent y y — p x. 
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307. Ayant l’équation d’une parabole , il est aisé de dé- 
crire cette courbe par des points trouvés successivement, 
en donnant successivementà x plusieurs valeurs , et cal- 
culant les valeurs correspondantes do y. 

368. On peut encore la décrire par points, do cette au- 
tre manière; ayant choisi le point Amie l’on veut prendre 
pour sommet, et la ligne indéfinie T V I qui doit être la 
direction de l'axe , on prendra les parties AV, AF égales 
chacune à \ p, le point F sera le foyer ; alors on élevera sur 
chaque peint do !’axo des perpendiculaires indéfinies MM 1 , 

«t traçant du point F comme centre, et de la distance V P 
comme rayon , deux petits arcs qui coupent chaque per- 

Ï iendiculaire en deux points M etM', ces points seront à 
a parabole , puisque FM , qu’on fait par- là égal # à VP 
sera égal à MH, en imaginant la droite V H perpendicu- 
laire à l’axe. Cette droite X V H s’appelle la directrice. 

359. Enfin on peut décrire la parabole par un mouvement 
continu en employant un êauerre V H/; on attache sur us 

Î oint quelconque / d’une cfes branches de cette équerre , 
extrémité d’un fil de longueur égale à / H ; et ayant / 
attache l’autre extrémité au point F , on applique par le 
moyen d’un style M , une partie du fil contre/ H , et 
tenant toujours le fil tendu, on fait glisser l’autre côté 
de l’équerre, le long de Z X ; la style M dans ce mouve- 
ment , trace la parabole M A. 

36o. L’équation y y = p x , nous apprend que 
pour chaque point M , le quarré de l'ordonnée M P , 
est égal au produit de l'abscisse correspondante , par 
le paramètre. 

On voit dans cette même équation , que les 
quarrés y y des ordonnées , sont entr’eux comme les 

abscisses x, c’est-à-dire , que PM 1 : pm 1 : : AP 
: A p; car PM* = p X AP et pm*~pXAp ; 

donc P M 1 : pm 1 : : p X AP : p X Ap : : AP : 

A p , en divisant par p. 


L’équatipn à l’ellipse , trouvée ( 286 ) , est y y =5 

a c — l*cc . .... . 

(tn — -xx) ; 31 ion y suppose que 1® 

Zi 


a a 
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grand axe a est infini , alors x x doit être supprimé* 
comme incapable de diminuai - a x ; il en est de mémo, 
de 4 c c à l'égard de 40c ; lequation se réduit donc 

4 a c X a x It a a c x , 

a y y = ■ — =: , cest-a-dirc , 

J J a a a a 

yy^=z 4cx,nui est lequation à la parabole ; la parabole 
n'est donc qu'une ellipse dont le grand axe est infini . 

36 1. Si après avoir joint les points F et H par 
la ligne F//, on mène du point M, sur cette ligne, 
les perpendiculaires MOT ; cette dernière sera 
tangente a la parabole , c’est-à-dire , ne la ren- 
contrera qu’au seul point M. 

En* effet , d’un autre point quelconque N de 
cettb ligne , menons N F , N H , et la ligne A r Z 
perpendiculaire sur X Zi si quelqu 'autre point tel 
que N de cette ligne pouvoit appartenir à la para- 
bole, il faudroit que N F *= NZ;orNZest plus 
petit que N H qui, en vertu de la construction , 
est égal à N F. 

362'. L’angle F M O, étant, par cette construc- 
tion , égal à O M H, lequel est égal à son opposé 
f M N, il s’ensuit que J'M O est égal à^/M N. 

■\ Donc les rayons de lumière partis du point F et tombant 
sur la concavité M' A M , se réfléchissent tous parallèle- 
ment à l’axe ; et réciproquement les rayons qui arrivent pa- 
rallèlement à l’axe , vont tous se rassembler au foyer F. 

363 . La ligne M H étant parallèle à VP, les 
triangles H M O, T O F sont semblables, et de 
plus égaux , puisque H O est égal à O F ; donc 
FT = MH = P V*=x + c ; par conséquent , 
P T = F T -j- FP=r + c + x - — c ~ 2x‘, donc 
la sont an g;ente P T de la parabole est double de 
l abscisse A P. 

364. Si du point M, on ntene la perpendicu- 
laire M I sur la tangente T M , les triangles sem- 
blables TFMjPMI, donneront T P ; P M : ; PM 
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:P I; c’est-à-dire > 2 x :y : : y : PI» 

( à cause que / = p ) , PI ~ = i p. 

T a sou-normale de laparabo/e est donc la meme pour 
chaque peint , et égale à la moitié du paramètre. 

365. On emploie la parabole pour tracer la 
maître couple des vaisseaux auxquels on veut 
donner beaucoup de façons. On décrit un rec- 
tancle ABCD (Fig. 48 .) dont la longueur AB 
est celle du Bau , et la hauteur est le creux du 
navire : de part et d’autre du milieu E de DC , 
on prend EG , EH égale chacune au demi-plat 
de la varangue , et ayant mené GM et HL per- 

f tcndiculaires à DC et égales chacune à l’accu- 
ement , on décrit deux paraboles égales AM » 
BL qui ait leurs sommets en A et en B , pour 
axe commun la ligne A B , et dont la premiers 
passe par M et la seconde par L. 

Pour pouvoir tracer ces paraboles , il faut 
connoître leur paramétré ; or si l’on prolonge 
GM, jusqu’à ce quelle rencontre AB en P, 
alors MP sera une ordonnée , et AP l’abscisse 
correspondante; mais l’équation yy = px , fai- 
sant voir que l’ordonnée est moyenne propor- 
tionnelle entre l’abscisse et le paramétré , nous 
indique que pour trouver le paramétré , on peut 
tirer AM et à son extrémité M , élever une 
perpendiculaire MK qui rencontrera AB au point 
K , et déterminera KP par ce paramétré ; car à 
cause de l’angle droit AM K , la perpendiculaire 
PM est moyenne proportionnelle entre AP et 
PK. Avant déterminé ainsi le paramétré , il sera 
facile d’avoir tant de points de la parabole quç 
Pou voudra par la méthode donnée (358}. 
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Lorsque ces paraboles sont tracées , on achevé 
le plat de la varangue , en employant deux arcs 
de cercle dont l’un MO tourire sa convexité en 
bas , et l’autre OS la tourne en haut ; mais 
il faut non-seulement que les deux arcs MO et 
OS se louchent ; ( ce qui est aisé d’après ce qui 
a été dit en Géométrie 49) ; il faut encore que 
MO touche la parabole en M ; c’est ce qui aura 
lieu si le centre de l'arc MO est en quelque point 
R de la perpendiculaire MI à la parabole ; or 
nous venons de voir (864) que pour déterminer 
cette perpendiculaire , il falloit prendre la sous- 
normale PI égale à la moitié du paramétré ; il 
n’y aura donc qu’à tirer du point M , au milieu 
I de PK la ligne MI , et prendre le centre de 
l’arc MO sur cette droite MI. On prend ordi- 
nairement ce centre de maniéré que le point O 
où l’arc MO rencontre la ligne MS tirée au bord 
S de la quille , soit le milieu de MS ; c’est pour- 
quoi ayant pris MF et FO égales chacune au 
quart de MS , on élevera du point F sur MS la 
perpendiculaire FK qni déterminera le centre R 
de 1 arc MO , puis par le point R ©t le point O, 
on tirera KO que l’on prolongera de la quantité 
OT égale à RO ; et le point T sera le centre 
de l’arc OS ; en sorte que les deux arcs MO et 
OS se toucheront en O , et le premier touchera 
la parabole en M. L’autre moitié s’acheve de 
jnême. 

3oi. Toute ligne M X ( /?£•. 49 ) tirée d’un 
point M de la parabole, parallèlement à l’axe A Q , 
s’appelle un diamètre ; chaque diamètre a son pa- 
ramètre , qui est en général le quadruple de la dis- 
tance M F de l’origine de ce diamètre au foyer. 
Toute droite m O menée d’un point 7 n de la pac- 
tole, parallèlement à la tangente X M qui passe 
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par l'origine ou le sommet M de ce diamètre, s’ap- 
pelle une ordonnée à ce diamètre. Nous allons voir 
que les ordonnses à un diamètre quelconque ont 
la même propriété que les ordonnées à l’axe. 

Menons 1 ordonnée M P à l’axe, et des points 
m et O, menons-lui les parallèles m p , OQ; enfin 
du point m , menons m S parallèle à l’axe. Nom- 
mons A P, x \ P M, y ; Qp, g; AQ, Nous au- 
ronsA Prs k — g. Les trianglessemblables TPM, 
m S O , donnent T P : P M : : m S : S O ; c’est-à- 

dire , a x : y : : g S O =3 ; donc p m =3 QS 


sQO-SOs PM-SOs y- H ; or, 
puisque le point m appartient à la parabole , il 
faut ( 36 o ) que pm : P M 1 : : A p : AP; 


c’est-à-dire, (y — y-)* -y y : : k — g : x , ou 
2 gyy . g gyy 


yy 


2 X 


4 x X 


: y y : : k — g : x; donc 


en multipliant les extrêmes et les moyens , on a 

* y y — gyy -+- - h y y — gyy » <i ui se 

réduit ( en divisant par y y , et supprimant les 
termes qui sont les mêmes de part et d’autre ) à 

4 * 4 * 

Nommons maintenant l’abscisse M O , x' ; et 
l’ordonnée m O, y' ; nous aurons M O s P Q sr: 
AQ — A P 3 k — x ; donc x' 33 k — *■ , 


nr nr 

et par conséquent 33 x ' , ou£ g 33 4 x x' ; 
mais le triangle rectangle m S O , donne m S * + 
SO l 33 mO l cest : à - dire , gg-ï^ yy ~ 


4 * * 
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y' y' ■ Mettant donc pour g g sa valeur 4 xx r , 
et pour y y sa valeur p x , on aura , après les ré- 
ductions laites ,4 x x' -+- p x' =j y' y' , ou ( 4 x 
-j - p ) x' zz y' y'. Mais si on appelle p' le para- 
mètre du diamètre ’M X , on aura p' - a 4 F M 
4 x + 4 c s / f x+jj ; donc enfin p' x' zsy'y'. 
L’équation à l’égard d’un diamètre quelconque est 
donc la même qu’à l’égard de l’axe. Le quarrè 
Je l'ordonnée m O à un diamètre quelconque MX, 
est donc égal au produit de l'abscisse par le paramè- 
tre de ce diamètre ; et les quarrês des ordonnées iï 
un diamètre quelconque de la parabole , sont entr’eux 
comme les abscisses correspondantes. 


36y. Il suit de tout ce qui précède , que si l’on veut dé- 
crire une parabole qui ait une ligne indéfinie M X pour 
diamètre , une ligne donnée p 1 pour paramètre de ce dia- 
mètre , et dont les ordonnées fassent un angle donné avec 
ce même diamètre j on tirera par l’origine M une ligne 
N M T , faisant avec M X l’angle N M X égal à l’angle 
donné. Far le même point M, on mènera M F faisant de 
Fatstre part avec MT l’angle F MT égal à N M X ; et 
ayant fait M F — 4 p’ , le point F sera le foyer de la pa- 
rabole ( 36s et 366 , ) j tirant donc par le point F la ligno 
indéfinie T F' Q parallèle à M X , et qui rencontre T M 
en T, ce sera la direction de l’axe, dont on déterminer» 
le sommet A en abaissant la perpendiculaire M P , et 
parlageant PT en deux parties égales 011 A ( 363 ). Alors 
ayant le foyer et le sommet, il sera facile de décrire la 
parabole ( }58 et 369 ). 

368 . Les trois courbes que nous venons de 
considérer successivement, ont été nommées sec- 
tions coniques, parce qu’on les obtient en coupant 
un cône par un plan. Par exemple , on a l’ellipse 
A M m B ) si l’on coupe le cône C H I 

par un plan AM m, de manière que ce plan ren- 
contre les deux côtés C H , C I , en deçà du som- 
met C ; il faut seulement en excepter le cas où 
ce plan feroit avec le côté C I le même angla 
que fait l'autre côté C H avec la base > dans ce ca§ 
la section est un cercle. 
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Si au contraire le plan coupant ne rencontre 
Tundes côtés C H qu'autant que celui-ci sera pro- 
longé, on aura l’hyperbole AMm {fig- 5 i). 

Enfin, on a la parabole , si le plan coupant est pa- 
rallèle à l’un C H des cotés du cône (Jig . 5 a ) ; en 
voici la démonstration. 

Concevons le cône C H I ( 'J! g . 5 o et 5 r ) coupé 
par un plan qui passe par la droite qui joindroit le 
sommet C, et le centre du cercle qui sert de base ; 
c’est-à-dire , par un plan qui passe par l’axe du cône : 
la section sera un triangle. Coupons maintenant le 
cône par trois plans A M m , M F G , H m I per- 
pendiculaires à ce triangle , et dont les, deux der- 
niers soient parallèles à la base du cône. Les deux 
sections FMG, H m I seront des cercles (Géom. r 99), 
rpii rencontreront la section AM m enM et enm. 
Les intersections F G , H I des plans de; ces cer- 
cles , avec le triangle par l’axe , seront les diamè- 
tres de ces mêmes cercles. Les intersections PM, 
pm de ces cercles , avec le plan A M m seront 
( Géom. 188 ) perpendiculaires au plan du triangle 
par l’axe , et seront en même temps ordonnées de» 
ces cercles et de la section A M m. 

Cela posé, les triangles semblables APG,ApI 
donnent A P : Ap : : P G ; p I , et les triangles 
semblables B F P , B H p donnent PB: p B; : FP 
; H p ; multipliant ces deux proportions par ordre, 
cna APXPB: ApX pB : : FPX PG-.HpXp I ; 
or par la nature du cercle F P X P G — P M 1 et 
Hp X pi j =â, p m 1 ; do nc A P x P B : A p 

X p B : : PM* : pm l ; donc les quarrés des 
ordonnées de la section AM m sont entr’eux comme 
les profits des abscisses; or ces abscisses tombent 
de dilférens côtés de l’ordonnée (fig. 5 o ) et d’un 
même côté (fig. 5 i) ; donc A est; 

ellipse 7 et (JJ g. 5 i ) une hyperbole. 
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Quant à \z figure 5 2 , en supposant les mêmes 
choses que ci-dessus , on a , par la nature du cercle, 

PM* = FP X PG, et pm 2 =: H p X p I, 
ou ( à cause des parallèles P p , F H, et F P , H p 

qui donnent F P =: H p ) pm 1 :; FP X pi; 

donc PM* : JT™* :: FP X PGtFPXpI 
::PG:pI::AP;Ap, à cause des triangles 
semblables A P G, A p I; donc les quarrés des 
ordonnées sont entre eux comme les abscisses ; 
donc la courbe est une parabole. 

Réflexi O x S sur les Equations aux Sections 

1 , 

coniques. m 

3 69. Il suit de ce que nous avons démontré 
( 309 ) quesi dans l’ellipse, on nomme x, l’abscisse 
CO (fig- 38 ) prise depuis le centre sur le dia- 
mètre M M' ; y l’ordonnée m O parallèle au 

diamètre conjugué C N , on aura y y = yy 

( \ a a — x-x) pour l’équation à ce diamètre , 
quelqu angle que fassent d’ailleurs ces deux diamè- 
tres conjugués. Et si, par le point m , on mène m O' 
parallèle à M M' , et qui sera alors une ordonnée 
au diamètre N N' ; alors nommant C O' x' ; et 
m O', y' ; on aura y t=i x' et xs y' ;et l’equatioa 
b b • 

deviendra x' x' = -y-y ( ï a a — fi y' ) ; d’où 

l’on tire y' y' ~ -, £ ( \ b b — x' x' ). C’est- 4 

à-dire, qu’en prenant les abscissesdu centre, l’équa- 
tion , par rapport à quelque diamètre que ce soit , 
est toujours de même forme , tant qu’on prend 
les ordonnées parallèles au diamètre conjugué. 
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Si b est égal à a , l’équation devient y y = \a a 
- — xx, que nous avons vu ( 285 ) appartenir au 
cercle. Mais il faut bien faire attention que c’est 
en supposant les ordonnées perpendiculaires au 
diamètre ; car lorsqu’elles font tout autre angle 
qu’un angle droit , l’équation y y = \a a — x x 
appartient à l’ellipse rapportée aux diamètres conju- 
gués égaux. 

Pour l’hyperbole , si l’on nomme x , l’abscisse 
C O ( fg. 43 ) prise depuis le centre sur le 
diamètre M M' terminé à la courbe , et y l’or- 
donnée m O parallèle au diamètre conjugué N N * 

bb 

on aura ( 338 ) y y = — X ( * * — ] a a ) 

F our l’équationàce diamètre, quelque soit d’ailleurs 
angle compris entre les deux diamètres conjugués. 
Mais si menant par le point m , la ligne m' O 7 
parallèle au diamètre C M , on nomme y' la ligne 
m' O', qui est alors une ordonnée au diamètre NN'; 
et si l’on nomme jc'l’abscisse C O 1 , on aura x'—y 
et y' — x, ce qui changera l’équation en x 1 x 1 ==■ 

“ ( // ) — la a , qui donne y 1 y' = y| 

( x 1 x 1 -j- , b b ); d’où l’on voit que l’équation, par 
rapport au diamètre conjugué A r A 7 , n’est pas sem- 
blable à celle que l’on trouve pour le diamètre 
MM' terminé à la courbe. 

A l’égard de la parabole , nous avons vu ( $66 ) 
qu’en prenant les abscisses sur un diamètre quel- 
conque, depuis l’origine de ce diamètre, et prenant 
les ordonnées parallèles à la tangente au sommet 
de ce diamètre , l’équation étoit toujours y y 
en nommant y l’ordonnée , x l’abscisse et p le pa- 
ramètre de ce diamètre. 
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Enfin à l'égard de l’hyperbole considérée paf 
rapport à ses asymptotes, en prenant les abscisses 
depuis le centre , sur une des asymptotes , et les 
ordonnées parallèles à l'autre asymptote , nommant 
les premières x , les secondes^» , et a a la puissance 
de l’hyperbole , l’équation de l’hyperbole , sous ce 
dernier aspect , est xy = a a. 

870. Mais il faut bien remarquer que pour que 
ces équations se rapportent aux lignes auxquelles 
nous venons de les rapporterai est essentiel que l’une 
des indéterminées , que y , par exemple, se compte 
depuis la ligne même sur laquelle lesxsontcomptés; 
caron pourrait avoir une équation de quelqu’une des 
formes que nous venons de parcourir, et qui cepen- 
dant ne se rapporterait point aux diamètres conju- 
gués, si cette équation est à l’ellipse ou à l’hyperbole; 
ou qui, lorsqu’elle appartient à une parabole, n’ex- 
primeroit point la relation entre les abscisses et ce 
que nous avons appelé jusqu’ici les ordonnées ; par 
exemple , si (Jrg. 53 ) C M'CN senrdeux demi- 

diamètres conjugués de l’ellipse , à l’égard des- 

. b h 

quels on ait l'équation y y — ~ \ a a — xx), 

C M' étant \a ; CN y \b; C Q , x; et Q M ,y ; si 
par le centre C on tire une droite indéfinie FCE 
qui rencontre les ordonnées Q M en E ; si l’on 
nomme les lignes CE, £ ; qu’enfin par un point B 
pris à une distance connue B C = m, on mène B F 
parallèle à QM , et qu’on nomme C F , n; alors les 
triangles semblables C B F , C Q E , donnent 

m 1 . ' • 

m : n : : x : 7 , donc x = ; si on substitue 

• c îl 


cette valeur de x dans l’équation ci-dessus , elle 

, . , b b m m { l 

deviendra y y— — ( \ a a — — - ) ou 


aatinyv — \ aabbnn — b b mm 7 1 , ou 

(en 
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( en divisant le second membre par b b m m et 
indiquant en même temps la multiplication par 

bbmm)afinny y'=-bb mm ( " -r £ j ) ; 


b b m m 

OU enfmjy y = 


\a a n h 


— 1 1)> équation 


de même forme , mais que l’on auroit tort , 
comme on le voit, de regarder comme appartenant 
aux diamètres conjugués ; car les abscisses £ étant 
prises sur C E , les ordonnées y ou QM se 
comptent du point Q où la ligne B M parallèle 
jiC N rencontre Ç M 7 . 

371. On voit donc , en général , i.° que si 
l’on a une équation du second degré , à deux in- 
déterminées x- et_y , et si l’une des indéterminées 
se compte depuis la ligne sur laquelle l’autre se 
Compte , cette équation appartiendra à l’ellipse 
«rapportée à ses diamètres conjugués , ou au cercle, 
si ne renfermant d’autres puissances de x et y que 
Ües quarrcs , ces deux quartes se -trouvent avec 
différens signes dans différens membres , .et .si en 
-même tempsla quantité toute connue qui se trouve 
dans un même membre avec le quarré qui aura 
le sigpe — , a elle-même le signe -f ; car si l’on 

.avoir , par exemple , y y == — (— ; a a — x x ); 


•cette équationn’exprimeroit aucune ligne possible.; 

puisqu’elle donne jy (— \ a a — *•*■), 

«quantité absurde. (98) 


87a. 2. 0 Si les deux quarrés y y et x x , passés 
-dans différens membres, ont le même signe, et s’il 
-n’y a d’autres puissances de *• et de y que ces 
f quarrés , l’équation appartiendra toujours à une 
{hyperbole , laquelle sera rapportée à un diamètre 
Marine. Algèbre.. A a 


Digitized 



§70 Cours 

terminé à la courbe , ou à son conjugué , selon 
que le terme tout connu, aura le même signe que 
les quarrés x x et y y , ou des signes différens. 

378. 3 .° Si l’équation ne renferme que l’un des 
quarrés et 11’a que deux termes , dont le second 
soit le produit de l’autre indéterminée , par une 
quantité connue , elle appartiendra à une parabole 
rapportée à l’un de ces diamètres, si ces deux termes 
places dans différons membres ont le même signe; 
mais s’ils ont dtflérens signes, l’équation n’exprime 
aucune ligne possible. 

874. 4. 0 Enfin si l’équation n’ayant que deux ter- 
mes , l’un est le produit des deux indéterminées 
je et y , et l’autre une quantité toute connue , elle 
exprime une hyperbole rapportée à ses asy mptotes. 

3 y 5 . Tellessont les équations aux sections coni- 
ques rapportées aux différentes lignes auxquelles 
nous venons de les rapporter. Nous en verrons l’u- 
sage dans peu ; mais il n’est pas inutile de dire d’a- 
vance que toutes les fois qu’on aura une équation 
à deux indéterminées x et y , qui aura les conditions 
que nous venons d’exposer , il sera toujours facile 
de construire la section conique à laquelle elle 
appartiendra, et cela en se conduisant comme dans 
cet exemple. 


Supposons qu’on ait l’équation n cd — qy y x x ; 

je lecrirois ainsi , q y y = n c d — g x x ; divisant le 
second membre par g , et indiquant en même temps 

Ja multiplication par g , qy y = g (— — — . x x ^ » 

S 


et enfin y y = -£• Ç — - * x ) ; or sous cette 

* ë 

forme , je vois ( 3 CÇ et 371 ) que cette équation ap- 
partient à une ellipse dont le rapport dos quarrés- des 


s 
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deux diamètres conjugués est ~q~ et dont le quarré d« 
celui de ces diamètres sur lequel les * sont comptés * 
4 ne d 

j . Eu effet , comparant cette équation , à 


est 


b b 


l 'équation y y = — (la a 


. .. .b b pr 

■ x x kl ai — = -2- 
a a q 


et * a a sss . De ces deux équations , on tire a : 


V 


4 ne d 


» et b = \/ 


4 n c d 


, ce qui détermine 


S , \ r ? 

les deux diamètres conjugués. Quaritàl angle que font ces 
deux diamètres conjugués; c’est celui que font les lignes* 
et y , angle qui est censé connu par la question qui aura 
conduit a l'équation n c d — qy y = g x x. Or nous avons 
vu ( 3i<5 ) comment, connoissant ces trois choses, on peut 
décrire l’ellipse. 


On se conduira de même pour les équations aux . 
autres sections, lorsqu’elles se rapporteront à quel* 
ques-nnesde celles que nous avons exposées ci-des* 
sus. Nous allons voir qu’en général toute équation 
du second degré à deux indéterminées, exprime tou- 

Î 'ours une section conique , ou n’exprime aucune 
igné possible (*) ; et cela se démontre en faisant 
voir que toute équation pareille peut toujours être 
ramenée à quelqu'une de celles que nous avons 
données ci-dessus. Nous allons en donner la mé- 
thode ; mais pour répandre plus de jour sur l'usage 
de cette méthode et sur les constructions auxquelles 
elle conduit , il est à propos de placer ici les 
réflexions suivantes. 


-1 


(*) Il faut seulement en excepter le cas où elle sei*oit !» 
produit de deux facteurs du premier degré , tels que a x -f" b y 
■f c et J x 4- /y + g ; auquel cas même , elle n’est pas réelle- 
ment du second degré : mais ce cas ne pouvant nous servir , 
pous ne nous en occuperons point. 

Aa £ 
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376. Puisque toute question qui peut être réso- 
lue par l’Algèbre , conduit toujours à une ou plu- 
sieurs équations, toute équation à deux indétermi- 
nées, u et t , peut toujours être considérée comme 
Tenant d’une question où ces deux indéterminées 
u et r représentoient les deux inconnues. Quelle 
qu’ait été cette question, on peut toujours considérer 
1 équation com me exprimant la nature d’une courbe; 
et cela est bien facile à concevoir; carsi l'on donne 
arbitrairement et successivement à l’une des deux 
inconnues, à u , par exemple , plusieurs valeur» ; 
et qua l’aide de l’équation et des règles de l'Al- 
gèbre, on calcule à chaque fois la valeur de r,rt est 
évident que rien n’empêche de marquer sur une 
ligne indéfinie A R {fi g. 5-3, 54 , et 55 ) les valeurs 
AP y A P y etc. qu'on a données à u , de mener 
parles points P r P, etc. des lignes PM, PM, etc. 
parallèles enfr elles et sous un angle déterminé, et 
de faire ces dernières égales aux valeurs eornespon- 
dantes qu’on a trouvées pour t ; la suite des points 
M , M , etc. déterminés de cette manière formera 
une courbe dont la. nature dépendra du rapport 
des lignes A P, et P M / et puisque ce rapport 
est exprimé par l'équation dont ces lignes ont été 
déduites , cette équation exprime donc la nature 
de cette courbe. 

Cela posé , concevons que la courb© soit une 
ïection conique ; il est dair que , comme dans la 
question qui a donné cette équation , en ignoroit, 
ou l’on pouvoir ignorer totalement si un pareil 
«sage de cette équation , donneroit une section co- 
nique . on n’a pas cherché à disposer les lignes A P 
et P M , de manière que l’une ayant sa direction 
sur un diamètre , l’autre fût parallèle à la tangente 
menée par le sommet de ce diamètre , ce qui est 
d’abordnécessaire pour que l’équationait l’une des 
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formes ci-dessus. On voit donc par-là comment il 

F eut se faire qu’une équation, quoique n’ayant pas 
une de ces formes, appartienne neanmoins à une 
section conique. 

3 77. Voyons donc maintenant comment on 
peut ramener toute équation du second degré , 
et qui renferme deux indéterminées, à avoir l’une 
des formes que nous avons vues appartenir aur 
sections coniques rapportées aux lignes auxquelles 
nous les avons rapportées ( 369 ). 

3 y 8 . La méthode que nous allons exposeT, sup- 
pose qu’on sache faire disparoître le second terme 
dans une équation du second degré à une inconnue. 
La règle pour cette opération est simple ; il faut 
égaler l’inconnue augmentée ( ou diminuée si le 
second terme a le signe — ) de la moitié du coef- 
ficient ou mul tiplicateur de x dans le second terme, 
à une nouvelle inconnue , après avoir préalable- 
ment dégagé le quarré de l’inconnue. 

Par exemple, pour faire disparoître le second terme d» 
l'équation 4 x - 4 - 12 x as 9 , je divise par 4 , et j’ai x* 
.-4- 3 x=^ ; je fais x -f- i = 7 ; en quarrant , j’ai x* 
-f- 3 x — t- ^ = 77, et par conséquent x 1 — f- 3 x = 7 7 

’ ; substituant dans l’équation x* -j- 3 x =■£, j’ai 7 7 

— — i — J, °u l f — y , équation qui n’a plus de second 
terme. 

Si j’avoîs x 1 *— 4 x = 7 , je ferois x — 2 = 7 ; 
quarrant, f aurois x 1 — 4 x -f- 4 r=r 7 7 ou x* — 4 x 
z=z 7 7 — 4 ; d’où, en substituant, il vient 77 — 4= 7* 
ou 7 7 = 12 , équation sans second terme. 

379. On peut même , si on le veut , égaler 
l’inconnne augmentée de la moitié du coefficient 
du second terme , non à une inconnue simple , 
mais à une inconnue multipliée ou divisée par une 
quantité arbitraire ; et cette remarque nous servir* 
dans quelques momens. 

Aa 3 
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Après avoir renfermé entre deux crochets tout c® 
qui multiplie la première puissance do t , je dégage t t 

et j ai t t -t- ( f \ — ) t + — + — 1- h d = o , 

a au 

( A ). Je fais donc/ 378 ) t -J- |/+ == y » ® n quar- 

rant , j’aurai t t H- C /H- ) , ■+• î//-*- 

fri/ C C U U „ . A , 

- — - -4- — — = j) j -et par conséquent iH- 

2 a 4 d d 

v / + “ J ' = y y —*ff — yj ' 4 d d 

Substituant dans l’équation ( A ) , et transposant ensuite 

pour laisser ji y seul ; j’ai ^ 7 1= *//-+- —J" **" 
c c u u r u « ,, 

—-r-, , u — h d — o, ou , en multi- 

4 ad a d 

pliant tout par 4 d d , et rassemblant ensuite les termes 
qui sont multipliés par des puissances semblables de u , 
4 d d y y =/ f d d — 4 Ad* *i* ( a c/d > — 4 g ‘ d) u + 
(cc — 4 d e ) u u. 

Comme les quantités d, c , e , /, etc. représentent des 
quantités connues , on peut , pour abréger le calcul , re- 
présenter// d d — 4 h d* par une seule lettre r ; repré- 
senter de même, a cfd — • 4 g 1 d 1 , par q; etc c — 4 de, 
parm ; l'équation deviendra 4 d d_y^ = r —J- ç u -+-m u* m, 
q , r pouvant être positives ou négatives. 

Faisons maintenant disparoître le second terme par rap- 
port à u , et pour cet effet , commençons par dégager u u. 


ce qui donne u* 


d r 

— u H 

m m 


■ y y. ( B ) 


Mais au lieu de faire simplement u + — ^ = à une 
nouvelle indéterminée x , selon la règle donnée ( 378 ). 

je le fais = -i— ( 379 ) ; c'est-à-dire , égal à un® 
2 1 7 i n 

nouvelle indéterminée x multipliée par lamoitié du coëffi- 
eientdusecoad terme, et divisée par une quantité arbitraire 

Aa 4 
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h inconnue pour le moment , mais que nous déterminé* 
fon§ dans peu ( * ). 


J’ai donc u + ~~~ =2 — — * — j düarirsnt * il 
1 2 m 2 m n n 


niai 


Vient u « + - 9 — + -V- =- Y - ¥ - 

m l±mm 4 m m n n 


jjL 


g g xx 


OU B U 


■SJ 


J. S JL 


.x 


4 m m n n 
j’ai 


•' — . Substituant dans l’éciua- 

4 m m 1 


.g g x x 


4 m m n n 


_i£_ 

4 mm 


, * ... 

m 


tion ( B )' 

.4 d d 

m y y , équation qui appartient à l’ellipse oii i 
l'hyperbole, tant qu’aucune des quantités d, m, q « r, etçi 
h’est zéro ; excepté le cas où nous allons voir qu’cllén’expri 1 
tneroit aucune ligne possible. 

Examinons maintenant dans quels cas là courbé 
test une ellipse , dans quels cas une hyperbole ) 
tet enfin dans qüels cas il n’y a pas de courbe. 

Pour cfct effet , dégageons y y , et nous auront 

v v ^ . . ? . ?** il 

JJ 16 m n n a d 


16 m d d 4 d d 

teu , en divisant le second membre par le coeffi- 
cient de x x y et indiquant en même temps 
la multiplication par c'e même coefficient ■> 


ï 


y y 


g g 


4 m r n n 


16 m n n d d C X X n n ”1 q q ) 

équation dans laquelle les quantités g, h et Jetant 
nu quarré, les signes ne peuvent changer que lors* 
que moût, au lieu d etre positifs, seront négatifs ; 
mais le changement du signe de r n’en apportant 
aucun à ceux des quarrdsj ' y et x x-, la courbe hé 
change point par le changement du signe de K 


. (*) Cette quantité n est introduite pour pouvoir ramener directe- 
ment l'équation aux diamètres conjugués. St l’on égaloitsimplemenry 
a x, l’équation finale acquéreroit laformede l’équation a l’ellipse où 
al’fiyperbbole, mars elle seroit dans le cas qtte.nous avoirs ««ateiné. 


Digitized by Google 



fi Ë MaîMÉMàTIQUËS. 877 
À 1 egârd déni) s’il est négatif, l'équation €$t alors 

q q 4 m r n n \ . 

y y —=âi^dd+^ xx - nn -^Tr' J 

oii , en changeant les signe® en haut et en bas > 

q q . Il m r n n v 

y y ~ tT mnïTd+( n *+ **)' 


Oit Voit donc ( 87 1 et 872 ) que tant que m sera 
positif, la courbe sera une hyperbole; et qu’au con- 
traire , elle sera une ellipse , quand m sera négatif { 
or la quahtité;rtareprésentéeci*des$Us ce — 4 d é » 
et dans cette dernière , la quantité c étant au 
quarré cc , est toujours positive; donc m ou ce — 
4 d e rie peut devenir négatif qu’autaiit que 4 t? X 
Surpassera c c ; et cela , soit que d et e soient 
tous deux positifs , soit qu’ils soient tous deux 
négatif®-. 


3 8 1 . Donc , si /'en vêut sâvoir dans quels cas utit 
< équation du second degré à deux in déterminées U et t> 
telle que d i 1 -J- eut -f eu ! >■{- f cl t -f- gett 'f- hd l 
s= o-, appartient a l'ellipse ou à T hyperbole , il riy 
■a qu’à examiner si le quarré CC du coefficient du. 
terme ü t , moins le quadruple du produit d e des 
coéjpciehs dë\' et de u’ , fait une quantité positive 
■ou négative ; dans le premier cas , la courbe sera une 
hyperbole ; et dans le second cas , une ellipse , à moins 
que d ne soit == e ; alors la courbe peut erre un 
cercle, ainsi qu’on le verra plus bas. 

Il faut seulement en excepter le cas oùr étant né- 

£_£ 

^atif,seroit plus grand que 4m pour l'ellipse; car alors 

l, . , t^mrnn t^mrnn 

la quantité n n -f ♦ - -y devenant n n — — — — » 

U I q q q q 

, . 4 m r , . . 4 m r 

•ou n n C 1 — ) est négative si — — est 

9 ? 6 9 9 

ï>lus grand que 1 •; ou, ce qui revient au même , si 
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4 m r est plus grand que qq , ou enfin si r est plus 

5J 

grand que 4m , ce qui rend la valeur dè y , et par 
conséquent, la courbe imaginaire. 

ll'reste à faire voir comment on peut décrire 
l’ellipse et l’hyperbole que nous venons de recon- 
noître ; considérons l'ellipse. 

38 a. Des deux équations t \ l f \ 

. a q x 

=r=? y , et u 4 - — s— 5 - — , que nous avons eues 

J 1 '2 m îmn’ 1 

pour faire disparoître les seconds termes , la 
seconde , par la supposition actuelle , que m est 

négative, se change en u — j-— = î niais 

comme n est une quantité introduite arbitraire- 
ment, on peut la supposer indifféremment positive 
ou négative ; en la supposant négative , on a 

u — - — =* ; construisons ces deux equa- 

2 m 2m n * 

tionspour avoir la position des diamètres conjugués. 

_ . t . CU 

La première , savoir : t + \ f -f- — y , 

fait voir que pour avoir y , il faut augmenter 

CU' 

chaque t de la quantité \ f+ ’ on m ®nera 

donc , par le point A , origine des u et des t 
( fi g. 53 ) , la ligne AB— \f , parallèle aux 
lignes P M ou t. Par le point B , on mènera 
B K J parallèle à la ligne A R sur laquelle se 
comptent les u , et ayant pris arbitrairement la 
ligne B K -, on mènera parallèlement à A B , la 
ligne K L qui soit à B K : : £ c : d ; si l’on 
tire par les points B et L la ligne indéfinie BLQ , 
alors les lignes Q M comptées des points Q, où. 
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cette ligne coupe les lignes P M , seront les va- 
leurs de y. En effet , on a Q M = P M -f* 
P Q = PM + P I + IQ = t + \ f 

4- I Q ; or les triangles semblables B K L et 

B I Q , donnent B K : KL: : B I ou A P ; / Q; 

C U 

c’est-à-dire , d : l c : : u : I Q = -—j- ; donc 

Q M = ' + '/+ 77 Puisque 

les y se comptent depuis la ligne L Q, il s’ensuit 
( 3^0 ) que pour que l’équation à l’ellipse trouvée 
ci-dessus , appartienne aux diamètres conjugués , les 
x doivent être comptées sur la ligne B LQ, et que 
le point d’ou elles seront comptées, sera le centre ; 
en sorte que Q L B est la direction d’un des dia- 
mètres. Voyons à déterminer ce centre. 

La seconde équation u — , fait voit 

* 2 771 2m n 7 

q 

que si sur A P ou u , en prend A G = > I* 

quantité G P qui vaut AP — AG, vaudra u — 

z ,n , et par conséquent a.mn\< on a donc G P 

q x p s 

= 2 ~^ ? or P ar I e point G , on mène G N C 

parallèle aux lignes P M , le point C où elle ren- 
contrera I Q , sera l’origine des x , et par con- 
séquent le centre ; en effet , nous venons de voir 
que les x, dévoient être comptées sur L Q ; or, 

lorsque G P est zéro , sa valeur 2 m /idoit être zéro; 
x doit donc être zéro alors, ce qui ne peut avoir lieu 
que lorsque les *• commenceront au point C; ainsi 
les lignes Q M étant y , les lignes C Q sont *•. 
Delà il est facile d’avoir la valeur de n < car on 
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9 * 

7 m n' » °u ( en mettant pour x , sa 


y 

valeur C Q , et pour 77", sa valeur AG)GP = 
AGXCQ A G X C Q 

donc n — ;r ; mais les 


» J ' GP 

parallèles Q P, C G et A B , donnent G P : A G 

: : C Q : B C = — 1 . on a donc n=a 


B C; c’est-à-dire, que pour que l’équation à l’ellipse 
trouvée ci-dessus , appartienne aux diamètres con- 
jugués , dont les directions sont Q B et C N , il 
faut mettre pour n , la valeur de B C , qui est 
déterminée par les constructions précédentes. 

11 ne reste donc plus , pour être en état de 
décrire cette ellipse, qu’à déterminer la grandeur 
des diamètres conjugués, car l’angle B C N qu’ils 
font entr’eux , se trouve déterminé par les opéra- 
tions précédentes. Or cela est facile , en imitant ce 
que nous avons fait ( 3j5 ). 11 ne s’agit que de 


comparer l’équation y y = (nn + 


4 m n n r 
9 î 


x x ) , à l’e’quation y y =s 


bb 


{ \ a a — x x ). Cette comparaison donne a a 


q q l^mnnr 

ï6 mddnn ’ Ct î a û = «« + 


99 


donc a 

V 


\ / 4 nn 


1 6 


m n n r 


9 9 


, et b. 


9 9 


4 m d d 


r . , 

■\~J2 > et puisque n , m , q, r , d , 


sont toutes des quantités connues , on a donc les 
valeurs des diamètres conjugués , a et b, avec l’es- 
quelles , et connoissant d’ailleurs l’angle B C N 
qu’ils doivent faire , on décrira l’ellipse de la 
manière qui a été enseignée (3 1 6 ). 
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383 . Remarquons que si les valeurs de a et de b 
tout égales, et qu’en mémo temps l’angle E C N soit 
droit, la courbe est alors un cercle. Si l’on veut déterminer 
dans quels cas ccL aura lieu , il n’y ai. 0 qu’à supposer 

dans notre équation à 1 ellipse, que - - ■ ; = i , 

10 m dan n 

c’est-à-dire , que q ; 16 m d d n n , ce qui donna 

n n = ^ 2.® Si l’angle B C D est droit , oa 

iü m ad 

doit avoir BC 1 — t- CD 1 = BD' = AG 2 ; 
or B C = n ; et les triangles semblables , B C D , B L K , 
donnent B K : K L : : B D ou A G : C D, c’est-i-dire , 

i: i c : : — : CD, d’oît l’on tire CD = — 2 _£_. ; 
2 2 m ^ m d 


donc 


? <7 


rr + 




il 


l6 m d d * 16 m m d d 4 m m 

m -f- c c = 4 d d ; mais puisqne m est négatif 
* c —4 d e =2 — m, ou m —kde — — c t ; il 
donc 4 de = 4 d d , ou que d ~ t. 


■ , ou 

on a 
faudra 


384- On voit donc que pour savoir si la courbe 
est un cercle , une ellipse ou une hyperbole , il est inutile 
d’avoir égard aux trois derniers termes/ dt g eu, et 
h d' 1 de l’équation dt'\cut^-eu' -\-fdt -f g eu 
• 4 - h d x = o; cela dépend seulement des troispre» 
miers, ensorte que si d,c et e sont tels que c c — 
4 d tfsoitpositif, la courbe sera une hyperbole; elle 
sera une ellipse , si au contraire c c — 4 d e est 
négatif, exceptéle cas où l’on aura en même temps 
d *= e , c’est-à-dire , où les deux quarrés u % et 
1 ‘ auront le même coefficient ; alors elle sera un 
cercle , si l’angle des coordonnées est droit. 


385. Tout ce que nous venons de dire, à l'ex- 
ception de ce que renferme le numéro 383 , 
s’applique également à l’hyperbole, c’est-à-dire, à 


1 * / • <7 Q * # l±n\ t n n ^ 

1 équation y y = * * -"« + — *) , 

à la différence des signes près. Ainsi en relisant 
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tout ce qui précède et l’appliquant à h figure 64; 
il n’y a d’ 3 utre changement à faire que de porter* 
A G à l’opposite de A P , ce qui est indiqué par 

1 équation u -f = ~ n , que l’on a eue 

d’abord ( 38 o ). Du reste , tout est le même en 
*— changeant le mot ellipse en celui d'hyperbole. 

Dans les difierens cas particuliers , les quantités AG 
B K , AB, KL, ( fig. 53 et bx ) peuvent se trouver 
disposées tout au contraire de ce que l’on voit ici; mais 
ces changemens seront toujours indiqués par les signe* 
des quantités d , c , / , m , q , etc. dans les équations 


, . . eu 

» + 1 / -+-~ j = y , et U 


? „ 1 * 

2 m 2 m n 


qpje l’on a en faisant disparoître les seconds termes. 

386 . Il nous reste deux cas à examiner ; ce sont 
r.° celui où l’on auroit cc — 4 de =0; 2. 0 celui où 
l’on auroit tout-à-la-fois d =0, et e — o. 


Dans le premier cas , c’est-à-dire , lorsque 
ce — 4d? = o,oucc==4<f?,la courbe est 
une parabole. Comme la quantité m est alors zéro, 
la construction précédente devient inutile ; parce 
qu’après avoir fait évanouir le second terme par 
rapport à t , le terme u z ne s’y trouve plus. Ce cas 
se reconnoît facilement en examinant si dans l’é- 
quation on a c c — 4 de , c’est-à-dire , si les trois 
termes r*, u t et u 1 forment un quarré ; car de ce 
que c c = 4 de on déduit c = 2 d~e , ce qui 
change les trois premiers termes de l’équation en 
d t 1 -±- 2 u t V d e + eu', qui est le quarré de 
t']/ d u ]/ e. 

Dans ce cas on fera , comme ci-devant , dispa- 
roître le second terme , par rapport à t , et alors 
l'équation se réduira, en opérantmot à mot comme 
ci-dessus, à 4 d d y y s=.r ir q u ; alors pour ramej 
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iaer cette dernière à la forme yy==px, qui (36g) 
est cello de la parabole rapportée à un diamètre 
dont les ordonnées sont parallèles à la tangenteau 
sommet de ce diamètre, on dégagera yy, ce qui 


donne y y — »; on fera ce second membre 

égal à une nouvelle indéterminée x , multipliée par 
un nombre n que l’on déterminera comme on va 

le voir ; c’est-à-dire , qu’on fera — n x ; 

alors on aura y y * n x. Il ne s ’agira donc plus que 

C U 

de construire l’équation t f }_/+ - 7 -j = y, qui a 
servi à faire disparoître le second terme par rapport 


V „ !, , - r + q u . ; 

a t , et 1 équation -~- j - sru, qui aura servi 

à la seconde réduction. La première de ces deux 
équations étant précisément la même que celle que 
nous avons construite (38a) , se construira de même 
ici : ainsi il n’y a qu a appliquer à la figure 55 , 
mot à mot ce qui a été dit (38a) pour \& figure 53, 

relativement à la construction de t + { f L — ~ = 

■' 2 a 


y , les y seront les lignes QM (fg- 55 ) , et l’on 
aura BI.Q pour la direction du diamètre sur lequel 
les x doivent être comptés. 

Pour déterminer l’origine des x, et par consé- 
quent le sommet de ce diamètre , on emploiera 


l’équation =* n x , qui donnant u + 

= > fait voir que si l’on prend à l’opposite 


de A P 
G P = 


, la quantité A G = — — , on aura 
" - d q n * , puisque GP == AP + AG = 
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r 

? 


C 

4-rf d n x 


O V K S 

■; donc si par le point G , on 


mène GCD parallèle aux lignes PM , et qui ren- 
contre QLB en C, le point C sera l’origine des x, 

puisque 1 équation GP*** — ^ , fait voir que 


quand GP est zéro , x doit être zéro , et que 
d’ailleurs les x devant être comptés sur la ligne 
de laquelle partent les y , doivent être comptés 
sur B Q, 


Il ne s’agit plus que de déterminer le paramètre 

n, Or on vient de voir que G P =? ■- • 

mais les parallèles CD et QI donnent BC : BD 
ou A G : : C Q : D I ou GP; c’est-à-dire , 


BC ; 


r 

T 


;x: 


4 d d n x 


; donc B C 


4 d dn 


donc a x~d d ‘ 3 01 r et ^ SQQt donnés dans 

l’équation , et B C est déterminé par la construc- 
tion; on connoît donc n ou le paramètre; d’ailleurs 
cette même construction détermine en même temps 
l'angle des coordonnées C Q et Q M ou x et_y ; 
il est donc aisé de construire la parabole selon qu’il 
a été enseigné (367). 


387. Puisque î équation générale appartient à la 
parabole lorsqu’on a cc= : 4 Jf, il s’ensuit que 
lorsque le produit ut des deux indéterminées ne se 
•trouve point dans cette équation , il faut , pour 
-qu’elle appartienne à la parabole , qu’il y manque 
•aussi un des deux quarrés t 1 ou u a ; car c étant 
alors zéro, l’équation cc=-^deo)XO^^de 3 
/ait voir que d ou e = ç > 

m 


1 
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388. Si les deux quarrés sont tous deux dans 
1 équation , et que le produit u t ne s’y trouve 
point, alors la construction donne'e ( 38a ) et qui 
convient aux figures 53 et 54 , devient plus sim- 
ple , parce que c étant zéro, la ligne KL est zéro, 
et B L tombe sur B K , qui devient alors un dia- 
mètre ; les lignes des x et des y sont donc paral- 
lèles à celles des u et des r. Dans ce même cas , 
l’évanouissement du second terme par rapport à u 
sefera sans employer l’inconnue n , parce que B C 
qui èst n ( 882 ) étant alors égal à BD ou à AG , 

on a n , ce qui réduit 1 équation u -f => 

qu’on a eue pour faire disparoître le second 
terme , par rapport à u à celle-ci u 4 * = a-. 

11 suit delà, qu’outre les conditions mentionnées 
( 384 ) , il faut dans le cas présent , pour que la 
courbe soit un cercle, que l’angle des coordonnées 
u et r soit droit. 


389 . Lorsque le produit u t se trouve dans li- 
quation, si après avoir fait évanouir le second terme 
par rapport à l’une des deux indéterminées , par 
exemple , par rapport à r , il ne se trouvoit plus 
d’autre puissance de l’indéterminée u , que le 
quarré, alors quoiqu’il n’y ait plus de second terme 
à faire disparoître, il n’en faudroit pas moins faire 
une transformation , qui consisteroit à faire u 

— — - , — étant une fraction inconnue, mais que 


l’on détermineroit lors de la construction , d’une 
manière semblable à ce que nous venons de faire 
(38a). Nous en donnerons un exemple plus bas. 
•Marine, Algèbre. B b 
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090. Si les trois termes « l , «/, et a' , il ne 
manque que l’un (les deux quarrés , l’équation ap- 
partient toujours à une hyperbole , ou n’exprime 
aucune courbe ; parce que si d ou e est zéro , la 
quantité c c — 4 d e se réduisant à c,c , est essen- 
tiellement positive ( 384 ). 

391. Enfin si les deux quarrés , t 1 et u 1 manquent 
en même temps, auquel cas on a une équation de 
cettcforme , g u t - 4 - ht — ku — / — o;g,h, A,/ 
pouvant être indifféremment positifs ou négatifs ; 
on ne peut encore faire usage de la construction 
donnée (382). L’équation appartient à l'hyperbole 
rapportée à ses asymptotes ; mais comme les abs- 
cisses et les ordonnées ne sont point comptées du 
centre, on les y ramènera delà manière suivante. 

On dégagera le produit u t ; ce qui donnera 

u t + — — — = o. On fera la 

g g g 

somme des quantités qui multiplient u , égale à 
une indéterminée^ , c’est-à-dire , t — -- —y. ce 

i 

qui donne t =* y + — ; substituant dans 1 e- 

h t h v 

quation ut- J- ~—£~ , etc. — o , on aura u y T~^“ 

-f “7— — - = o; après cette transformation , 

b t» o 

on fera la somme de toutes les quantités qui mul- 
tiplient y , égale à une nouvelle indéterminée x , 

c'est-à-dire , u -f —— = x , ce qui réduira lequa- 
. , A * _i l h k 

- g g g ’ J g g g 

qui appartient à l’hyperbole entre ses asymptotes, 

les abscisses x étant comptes depuis le centre sur 
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une des asymptotes , et les ordonnées y étant 
Comptées depuis cette asymptote parallèlement 
* à l’autre ; enfin la puissance de cette hyperbole 
l h k . 

' st 7~î7 (374) - 

Pour construire cette hyperbole , on construira,’ 
de la manière suivante , les deux équations 
i h 

t — — — j , etn + — ^x-qui ont servi 
à réduire. La première fait voir qu’il faut diminuer 

. k . 

chaque t de la quantité ~J~ pour avoir y. On mè- 
nera d«nc par le point A ( fig. 56 ) origine des 
u et des t , une ligne A B parallèle aux lignes P M 

k 

ou t , et égale à g ; tirant ensuite p & le point B 
la ligne CBQ parallèle à AP , les lignes QM se-* 
ront les j , puisque QM = PM — PQ = PM — 



Pour avoir les x , l’équation u + fait 

o 

voir qu’il faut augmenter les u , cest-à-dire , les 

, _A_ 

lignes A P de la quantité g ; on portera donc à 
1 opposite de AP , la Vigne AG ss= —, et tirant 

• % • o 

GS parallèle aux lignes M P et qui rencontre BQ 
en C , CQ sera x, et C sera le Centre de l’hy- 
perbole dont CQ et CS seront les asymptotes ; 

ayant les asymptotes et l’équation xy — — — 

on décrira l’hyperbole de la manière qui a été 
enseignée ( 354 )« 

Bb a 
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Cela posé le triangle rectangle A P M donne A M =ss 
"|/ A P* -4- PM 1 = 1 / »* f f f, et le trian- 
gle rectangle BPM donne BM, = j/ B + PM'; 
or B P = A P — A B = u — c ; donc B M = J/ o* 
— 2 eu -4 -c c -4 - 1 t ; puis don c que l'on v eut que 
A M : B M : : g : h , on aura "J/ u u -j- 1 1 : \/ u* 
— • 2 r 11 + r'f -(- r r : : g : i j donc h y' u u -J* tt 

= g J/ u 1 — 2 eu -f- ce -4 - 1 1 , ou , en quarrant , 
h A u u -j- h h t t =22 g g u u — 3 g g cu ^’gg cc ~i~gg t f » 
ou ( gg — AA)uu-{-(gg — AA) tt — zggcu- j- 
g g c c = o, équation qui ( 384 ) appartient au cercle , 
puisque les deux quarrés u u et 1 1, ont , dans le même 
membre, le même signe et le même coefficient. 


Pour ramener cette équation à la formey y = ^ cq — xx 
( 369 ) je vois que n’y ayant peint de second terme 
par rapport i t , il suffit â l’égard de cette indéterminée , 
ne sur, poser t = y, ce qui donne ( g g — h A) u u -j- 
( g g — • h h) y y — 2 ggc u-f- g gc c = o; il Faut donc , 
à présent , faire disparoître le second terme par rapport â u , 
etcomme le produit 1/ r ne se trouve point flans l’équation, 
il suffit ( 388 ) d’employer la régie donnée ( 378 ). 


Je dégage donc u u , et J’ai u u 

— se cc 


3 ggee 
g g — h h. 


es 


h h 


g ge 

yy- >* 6,1 • — ’ip=iTh= - ‘ 


quarrant , et substituant au lieu du premier membre , 


b«h etc. sa valeur * x — 




c g g — hh y 


qu on aura 


g 4 ^ 


par Rette opération , il me vient x x — , , , 

(gg — aa y 

— * g g c c h h p g c c 

?7 - TT -„.ou 

équation qui étant comparée à 1 equationy y= l a a— xx, 

j r h h g g c c 

«ne donne i a a =: — et par conséquent 

j le rayon f a = -37--—^- ■ Une s’agit donc plus que 


S‘ 


Bb 3 
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de déterminer le centre , qui doit être sur A B P J 

puisqu’on j t r=y. Or 1 équation u — = x , 

w gg — hh 

qui a servi à réduire , fait voir que pour avoir x , il 

g g c 

faut diminuer u de la quantité g g — h h } on prendra 

donc A C = — , 
g g — hh 

* , ^ P P C 

puisqu’il vaut A P — A C , c est-à-dire , u £-2 — — j 

g g -h h 

b g c ■ 

ainsi du point C comme centre, et du rayon g'- — k z 
on décrira un cercle ; chaque point M de ce cercle aura 
la propriété dont il s’agit. 

Au reste, on peut trouver le centre et le rayon d’une 
ïnaniqre assez simple , par le moyen de la première 

2 g 1 c u — g g c c 

équation uu — = — -2 . - — yy; 

g g — h h g g — h h > 

car puisque le centre doit être sur A P, ainsi qu’on vient 
de le remarquer , si l’on fait y = o ; on aura, en résolvant 
l’équation, lè*dcux valeurs de u qui expriment les distances 
AD, A E auxquelles le cercle D M E rencontre la 
droite A B j prenant donc le milieu de D E, on aura le 
centre et le rayon C E. Or si l’on résout l’équation u 1 — 
2 g 1 c u — g g c c g 1 1 


gg 


c u 


g g 


h h ' 


on aura u 


+ ]/_££ 

. ' (es 


h h c c 


g g — hh y 
g c ( g ± k ) 


g g — h h 
g* c ±gh c _ 
g g — A h 


C g — b) (.g-M) 


qui donne ces deux valeurs u 


• -- C — = A D , et u = — « AE. * 

g ■+■ h g — A 

3ç4. Nous prendrons pour seconde question, celle-ci : 
? Trouver hors de la ligne donnée A R ( fig. 68 ) tous les diffé- 
rens points M , tels qu'en tirant aux deux points A et R , les 
lignes M A , M R , l'angle AMR soit toujours égal à un même 
angle donné. 

Représentons par r le rayon des tables, et par m la tan- 
gente de l’angle donné , auquel AMR doit être égal j 
abaissons la perpendiculaire M P $ nommons A P , m j 
P M , / } A R , b i alors P R sera b — u. 
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Rappelons-nous ces trois propositions démontréesfGvow». 
284 , 286 et 287 ) savoir , que si A et B sont deux angles , 
on a 

„ . . . , „ . sin. A cos. B 4 - sin. B cos. A 

l.° stn. ( A -j- B ) = ; 


a. 0 cos. ( A -f- B ) 


cos. A cos. B — sin. A sin. B 


B). 


3 .° tang. ( A f B ) = 

ços. ( A -j- B ) 

Cela posé , les triangles rectangles A P M , RP M 
donnent ( Géom. igb ) A M : A P : : r : sin. AMP; 
A M : P M : : r : sin. M A P ou cos. A M P ; R M 
: R P : : r sin. R M P ; R M : P M : : r : sin. MRP 

r X A P 


ou cos. R M P; d'où l’on, tire sin. AMP = 
r X P M 

cos. AMP = - ; sin. RMP = 


A M 
rX R P 


cos. R M P 


A M 
r X P M 

■rüT 


RM 

donc , puisque AMR =? 


AM P 4- R MP , ou aura , parles formules qu onvient-de 

i ■ rX APxPMXrX RPXPM 

rappeler, sut. AM R = — 


rXARxPta 

AM xRM 


, et cos. AMR 


. r sin. AMR . M „ 

donc -.-.-TT- « ou tang.AMR 


A M X R M 
rX PM 1 — rXAPXRP 
A M X R M 
r X AR X R P 
ÉM 1 — aPxRP * 


cos. A M R 

pu , en mettant les valeurs algébriques, et réduisant, 
r b t 

t t — - b u -\-u îî~ ou mtt-i-muu — m b u — ri f = o , 
équation au cercle , ainsi qu’on devoit bien s'y attendre. 

Pour déterminer le centre et le rayon * il faut ramener 
cette équation à la forme y y =; X a a — x x. Pour 

cet effet, je dégage r t , ce qui me donna t t T —^~ t 


• — b u -j- u u = o ; je fais ( 878 ) u : 


= y ; 


opérant comme à Partiel» cité, mon équation se change 
r r b b 

en y y — — — b u "t u u — : o. Reste donc à 


4 m m 


Bb 4 
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faire disparoître le second terme , par rapport 1 u ; e 
puisque le produite? n'entre point dans lequation, je fai 


et 

fais 

( 388 ) simplement u — — = x ; opérant de la même 


manière , 1 équation devient y y 


r r 


bb 


b b b b 

— - = 0 , ouyy = — - + 

4 4 4 w m 


r r b b 
*, 4 m m 


+ x x — 


— xx, qui étant 


comparée avec 1 équationyy=i|aa — xx,mcdonne ^ a « 
b b r r r b b 

= —7— + — ■ - ^ , et par conséquent le rayon * a =: 


V 


b b t r'b b 

4 ~ ‘ * 4 772 m 


Pour trouver le centre, et déterminer en même temps 
ce rayon, 1 équation r — =y , m apprend que si je 


inène AB parallèle à PM, c’est-à-dire , si j’élève au point A la 
perpendiculaire A B = , ét si jemèneBCQ parallèle! 


2 m 


A R , les lignes Q M seront y , puisque Q M = P M 

r b 


PQ=PM — AB=r- 


2 m 


= y. Mais l’équation u — 


a ,=x ,me fait voir que si jeprends sur AR la partie AG = 

Jl 

a , G P sera x , puisque GP = AP — AG = « — 
b 

~T — x ; donc si par le point G , je mène G C parallèle i 
PM, le point C sera le centre. D’ailleurs, si l'on tire AC, on 

aura, àcause de l’angle droit G, AC = A G 1 — H 
b b . r r b b ■ 


GO 


V 


AC sera donc le 


4 4 m m 

ïayon. 

Cette construction se réduit donc à élever sur le milieu 

de À R la perpendiculaire G C = , et à décrira 

2 m 

du peint C comme centre, et du rayon GA , un cercle j 
tout angle MAR qui aura son sommet à la circonférence 
de ce cercle , et qui passera par les points A et R , 


Digitized by Google 



de Mathématiques. 393 

sera égal à l’angle donné. Or pour construire la quantité 

SÈ- 

2 m , il n’y a autre chose à faire qu’à mener une droite 
A O , qui fasse avec A B l’angle B A O égal à l’angle 
donné ; elle coupera G C au point cherché C ; car dans 
Je triangle rectangle A B C, on a r : tang. B A C : : A B : 
B C ou A G ; c’est-à-dire, r ; m : : AB: j donc AB ou 



2 m 


On peut voir encore aisément, que tout se réduit à mener 

E ar le point A la ligne A O qui fasse avec -A R , l’angle 
. A O égal au complément de l’angle donné , cette ligne 
coupera en C la perpendiculaire élevée sur le milieu de A B$ 
en sorte que C sera le centre , et C A le rayon. 

3ç5 Delà il est facile de résoudre la question suivante: 
Connaissant la position des trois points R , A, R', ( fig. 69) 
et les angles sous lesquels on voit les lignes R A , A R' d’un cer- 
tain point M , trouver c( point M. 

Sur les milieux G et G' des deux lignes R A et R’ A, 
onélerera les perpendiculaires G C et G' C'; par le point A, 
on mènera les lignes A C et AC' faisant avec A R et À R', 
• chacune avec chacune , les angles R A C , R' A C* égaux 
chacun au complément de l’angle R M A , R' M A sous le- 
quel la ligne correspondante est vue. Des points Cet O 
comme centres, et do9 rayons C A et C'A, on décrira deux 
cercles qui se couperont en A et en M ; le point M sera le 

I toint cherché. C’est une suite évidente de la solution de 
a question précédente. 

Ce problème peut servir à marquer sur la carte d’un 
pays la posiiion d’un point d’où l’on a relevé trois objets 
connus. 

Si les angles observés R M A, R' MA étoient égaux aux 
angles R R ' A et R’ R A , alors le problêm ne seroit plus 
déterminé ,les deux cercles se confondroient , et chaque 
point de leur Circonférence satisferoit à la question. 

396. Pour troisième question , il s’agira de trouver la 
courbe ou les courbes qui auroient la propriété suivante: 
A Z , A T ( fig. 60 ) sont deux lignes qui font tntr' elles un an- 
gle donné quelconque ; il s'agit de trouver les courbes dont la 
distance de chaque point M à un point fixe F pris sur A Z , 
soit toujours dans un même rapport avec la distance MT du 
même point M à la droite A T, cette distance étant mesurée pa- 
rallèlement à A Z l 
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P >Un P 0 ’ nt que!c®nque M de cette courbe , imaginons 
a P P ar ! ,léIp à A T ’ Rt . Ia Perpendiculaire M S sur 

A Z ; I angle M P S est donné ; c'est pourquoi son sinus 
et son cosinus sont censés connus; nous les nommerons p 
et g, en repsésentant par r le rayon des tables (*). Nom- 
mons A P u , et P M , t ; la ligne connue A F , c. 

Cela posé, dans le triangle rectangle MSP, nous au- 
rons ( Géom. 29b) r: sin. M P S : : M P ; M S , et r , 
sin. P M S ou cos. M P S : : P M : P S ; c’est-â-dire , 

r : p : : t : M S = , et r t a ; : t P S = 4 -L : 

, r r 

Donc F S = P S ■ — PF = FS~AP + AF 
U -f c ; or le triangle rectangle M S F donne 


? t 


MF = y' MS’ 


F S* ; donc. 


MF=]/'Ül + 1S-. Î1Ï1. +.-+ÎÎL'- 

ou ( parce qu e ( Géom. 281 ) p ; -4- 9* =3= r 1 ) on aura 
MF = ]/ r 1 


lîü ... f *1 ct 

r r 


1 eu + 


ce : 


puis donc que M F doit être à M T ou A P , dans un rap- 
port donné , si l’on représente ce rapport par celui de 
g à A, on aura. . 


IA—* 4 ^ + »- + 


a g c*t 


r • r 

“ : • g '■ h , et par conséquent , g u = li 


2 c u 


c e 


2 g u t 


u 3 


2 c #' + c c , 


V 

ou en quarrant,et transposant ensuite, A’ t 1 


2 g e t 
r 


(A 2 — 


J. 2 C h* g t 


2 ch* u -f - h* c z : 


( ) Ou peut supposer , connc nous le faisons ici .queles quantités 
p, 9, r sont données par les tables de Trigonométrie ; mais on peut les 
«loto 1 miner par unecpnstrucrionsimpleenf.usatn un triangle rectan- 
gle qui ait un de ses angles aigu, égal à l’angle donné M P S , et 
«ne hypothenuse telle que l’on voudra. E11 prenant celle-ci pourr . 
Us deux autres côtés seront p et g. r * 
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équation qui renferme les section^ coniques (38o), 

^ • 1 a 

et qui ( 392 ) appartiendraà l’ellipse si lequarrede 

fhoins le quadruple de h* multiplié par A* — • g est 
négatif; c’est-à-dire , si — ^ — *4 4 + -J- 4 4* g* ou 

4 g’ A* 4r* A* -f- 4r A g est négatif j ou (parce que 
r 1 . 

r* — ç* = p z ) si — ■ ^ g '- ~~ 4P -— ■' est négatif ; au 


contraire , elle appartiendra à l'hyperbole si 

; 4<~ h g - 4P 4 est pQ S i t jf_ £H e sera à l a parabole 

«i - — £ — _ — — - — est zéro ; c’est-à-dire , si 

4 r * h" 1 g t ===4p t A 4 , ou si rg=p h ; enfin la courbe sera 
un cercle, lorsqu’on aura A 1 = A* — g 1 , ce qui ne peut 
jamais avoir lieu qu’autantque*g sera zéro, ou que A sera 
infini, parce que dans ce dernier cas on doit négliger g* 
vis-à-vis de A . 

Si l’on veutmaintenantconstruirela courbe danschacun 
de ces cas , il n'y a qu’à imiter ce que nous avons fait 
(38o etsuiv.') ; comme nous avons alors opéré sur l’ellipse , 

I — Ks.wln linnr nnncfri 



à-dire , chercher à ramener notre équation, à la forme yy 

bb f , , 

= ( x x — £ a a ). 

a a 

Je dégage donc t 1 dans 1 équation trouvée ci-dessus , 
ce qui me donne t* + ( — c ~5. — , r — j— ( i — ^ ) «* 
». — 2 eu -j- c 1 = o. Pour faire disparoitre le second 

c Q QU a 

«terme, par rapportât, je fais t -f- — — . — y > 

i ce qui , en quarrant , et transposant -ensuite , me donne 

t 1 + ( 


2 C 


2 <J u 


2 C 


f» 


g* a * 


) r == y y TT- + 


, et par conséquent, en substituant , 
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c 7 q 7 2 c q 7 u 

yy--£ + - f— 


q 7 u l 

q -4- + (. t 


£ )„• 
A 1 1 


•— 2 ni -(■ c 1 = o. 

Il faut donc maintenant faire disparoître le second 
terme par rapport à u ; mais auparavant j’observe que les 


termes 


q 7 u * • 


(* 


•£)«*, ou 


u 1 


+ 


, g* u 7 

* — ■ , ou 

h 7 * 


— î “ g « . , . 

— 2- — se réduisent 

r 7 A 1 

, p 7 u 7 g* u* , , 2 c q 3 u 

a -p , et les deux termes — j — . — • 2 c u , 


2 c q 7 u — > 2 cr 7 u. ... 

ou — se réduisent a- 

.r 1 


2 c p 7 u 


; de même 


les deux termes — - - — f — f-c% se réduisent à -4- C - — * 

r 4 t 7 

parce que r 7 — q 7 = pS L’équation se change donc 

^ - *Jp+d«' _ =5 0,4» 

chassant les dénominateurs, et faisant emuitef(pour faciliter 
le calcul ) p- ht • — r» g 1 = r» 4 * , r* A* y 1 4- c» A 1 p* — - 
a c h 7 p* u -f- r 1 G u' = o. \ ' ' 

Dégageons donc u» J ce qui donne u 7 — — - ■ u -+- 

r* ** 

c 7 h 7 p 7 . c h 7 p 7 ch 7 p 7 x 7 . 

» y +^T=o;etimonsu 

en introduisant l’inconnue n , parce que le produit u r 
se trouve dans l’équation primitif» ( 38o ) Alors en 
opérant comme ci-dessus , nous aurons , après la substi- 

c* A 4 p* x 7 c 7 h* p* . h 7 ' 

tution faite, ~pr k T~ ^rpr- + jTjr* + 


' -^- = 0 , ou supprimant le facteurcommun-^—, et 

.IaissSbit j(i seul dans un membre , nous aurons y* =* 
c 7 h 7 p 4 x 1 c 7 p 7 c 7 h 7 p* . 

— r + j t”i * ^7 -1 y f ~ kV ~ ,ou divisant le second 

membre par le multiplicateur de x 3 , et indiquant en 
même t emps la mukiplicationparlemêmo multiplicateur, 
c 7 h* P 4 , , . r 7 n 7 k 7 

: y = — r . jkü J!" (* + jr p n «) i mais 
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puisqu’il s’agit de l’hyperbole , il faut remarquer que la 
quantité r l 4 2 , qui n’est autre chose que p 2 h 2 — r i g 3 , 
«st négative , puisque , selon la remarque que nous 

, r . . J 4r 2 A*g 2 — 4P 1 * 4 4*‘ 

venons de faire ci-dessus , 2 — ou 

r* r* 

( r 2 g* — p 2 h *) doit être positifpour que la courbe soit 
une nvperDole. Ainsi il faut rendre 4* négatif , en ob- 
servant lorsqu’on voudra mettre sa valeur dans l'équation , 
de remettre pour cette valeur, la quantité r 2 g 2 — p 2 fi 2 , 
au lieu de p 1 h * — r 2 g 1 j l'équation devient donc 

—an). Comparant cette 


P , 

e* h 1 p* r 1 n 3 4* 

y r» k 2 n* K p 2 h 2 

b 2 

équation avec y 2 = — (x 2 - J a a ) *pour déterminer 
les diamètres conjugués , on aura ~ 


c 2 h 3 p* 
r 1 k 2 n l 

an; d*oü l'on tirera aisément a 


. r n *■ 

«i°«= jTjr 

et fi; c’est-à-dire , les deux diamètres conjugués , que nous 
allons voir être les deux axes même de l’hyperbole. 

Déterminons donc la direction des diamètres conjugués 
auxquels notre équation réduite se rapporte. Conformé- 
ment à ce qui * été fuit ( 38 i ) , il faut construire les 

. , . . c q qu c h 2 p* 

deux équations t -r — _ — — = y , et « — — 

eh* p* x . 

■= —TT1 » 111315 comme nous venons d observer qu« 

T k fl * 

4 1 est négatif dans le cas de l’hyperbole , dont il s’agit 


c A 2 p 2 
» 


ici j il faut changer cette dernière, en a 

* ■ 

ch 2 p* x 

r* 4- n i je ne change point le signe du terme affecté 
de x , quoique 4 2 y entre , parce que la quantité n peut 
être prise arbitrairement , positive ou négative. Il faut 
donc, en continuant d’imiter ce qui été fait au même 
endroit cité , mener par Je point A parallèlement à P M 

la ligne A B =e= , et tirant par le point B la ligne 

B 1 parallèle a AZ, prendre arbitrairement sur le 
prolongement de cette ligne, la partie B K, et mener 
K L parallèle à P M „ et telle que l’on ait B K : K L 
t : r : î i alors si , par le point B et le point L vous 
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tirez LBQ , qui rencontre les lignes PM en Q , les 
lignes Q M seront y. Car Q M = P M — P Q = 

PM — QI+PI=f — QI -+-^y > or les triangles 

semblables B K L et B Q I donnent B K : K L : : B l 

ou A P : Q I } c’est-à-dire , r : q : : u ; Q I = ; 

donc Q M = t * - + — — =y. 

r r J 


Mais on peut abréger cette construction en menant tout 
de suite du point F laligiieFB perpendiculaire sur TA j 
car il est évident que l'angle F A B est égal à A P M , et 
que par conséquent dans le triangle rectangle A B F', on 


AB 





j ainsi puisque Q M est parallèle 


à A B , les y sont perpendiculaires sur B Q , et par consé- 
quent B Q est la direction d’un des axes , dont l’autre par 
eonséquent est parallèle à Q M. 

Il ne s’agit donc plus que de déterminer le centre. 


Or la seconde équation u - 


r W 1 p* c 


h'-p'x 


/e’ 


r 1 k 2 n 


, fait voir 


qu’il faut prendre , à l’opposite des u , la quantité 
c tl a 11 

A G — — j-jj - — , et tirer G C parallèle à P M ou per- 

f iendiculaire à BQ, qui déterminera le point C pour 
'origine des x , et par conséquent pour le centre. En 
effet, les x doivent être comptées sur C Q, puisque 
les y se comptent depuis cette ligne j or l’équation 

»+ ~7TT ~ n i ’ » °u A P + A G= ou, 

A G X x 

GP — — : fait voir que ces lignes x commencent 


en même temps que les lignes G P ; donc les lignes x 
doivent commencer au point C , et sont paf conséquent 
C Q ; donc le point C est le centre. * 

On s’y prendra d’une manière semblable pour l’ellipse. 
A l’égard de la parabole , puisqu’on a , dans ce cas , 
r g — p h, ainsi qu’on l’a vu ci-dessus , l’équation que 
l’on a eue en v et u, après l’évanouissement du second 
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terme par rapport à t , et après avoir introduit pour r x — 
sa valeur p 1 , devient , en mettant dansla valeur de A 1 , au 

P h 

lieu de g , sa valeur , tirée de r g ~ph, devient , 
c 1 p 1 je p* u 2cp 3 û 

— - « ou > 7^ — 


dis-je , 3»* 


c p 

— — - — • Pour la réduire lia forme ordinaire de I’cqua- 

. r / 

tion à la parabole , on fera donc, conformément à ce qui 

a été dit ( 386 ) ^ — — — n x , ce qui 

donnera y y = n x j et ayant const ruit de la même ma- 
nière que dans le cas précédent , l’équation r-4-JLi. 

* 

— — — = y , qu on a eue pour 1 évanouissement du 

sqcond terme par rapport â t , on construira 1 équation 

2 cp' u c* p l .. 

= n x , dj^e maniéré analogue 


1 ce qui été fait (386) ; c’est-; 


d mie 

w 


qu’ayant dégagé a, 
, on prendra sur A P 


ce qui donne « — A c = - 

z c p 

(.fis- ) la partie AG = f c , et tirant G C parallèle à 
P M , le point C sera l’origine des x qui seront C Q; en 
sortequeCQ sera la direction du diamètre ; le sommet de 
ce diamètre sera en C , et son paramétre sera n , que l’on 
déterminera ainsi : puisque A G = £ c , on a G P = 

AP — A G = « — * c = iLOS = ÜJL XCQ; 

2 C p 2 2 Cp* 

2 c n 1 Y Ç* P 

donc n == -P ; or les parallèles PO. 

X G Q , ¥ V 

CG et A B donnent C Q : G P : :‘C F : G F : : B F : 
A F j c’est-à-dire ,CQ:GP::BF:cj donc G P 

c X C Q 

’ B F 

j Je’ p ! . 

de n , on aura n “ — ^ quantité connue ; puis- 

que c y p y t sont des quantités données, et que B F est 


; mettant pour G P cette valeur dans celle 
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connue par la construction. Mais on peut simplifier cette 
valeur , en remarquant que le triangle-rectangle F A B 
donne r:p::AF:BF::c:Bt ; donc B F = 

c p 2 B F‘ • __ n ^ 

r - j par conséquent n = g-p — 2 B r . 


3 97. Qu’il soit question maintenant de trouver 
(Fig. 62.) ia courbe que décriroit un point donné 
M de la ligne donnée OH ou de son prolongement, 
si l'on faisoit glisser les extrémités O et H le long 
des deux côtés CO CH de l'angle donné OCH. 

D’un point quelconque M de cette courbe 
menons MP paralle à CH et MN perpendiculaire 
à CO ‘y nommons CP , u ; PM., t et puisque 
l’angle OCH ou Son égal OPM est donné , son 
supplément M P N est donné aussi ; nommons 
donc p le sinus et q le cosinus de ce dernier ; en 
supposant que r marque le rayon ; enfin nommons 
g et h les lignes <Bfcnées OM et MH. 

Le triangle recÉHtë PNM nous donne r : p : : 
t : M N , et r : t : P N ; donc MN — 

Xi , et PN = — Les paralles CH et PM nous 

donnent MH : CP : : MO : PO , c’est-à-dire , 

h : u ■. , g : PO = ^ ; donc NO = — ->- S r-. 

0 h r h_ 

or le triangle rectancle MNO , donne MN 


+ NO’ = M O 1 , c’est - à - dire , 



r* 


-4- -4- £— L. = gg ; donc puisque p 1 ■+■ q 1 

rti n 

. , 2 equt u 

= r* on aura 'simplement t' 4 - -yjp- + -jy- 

= gg équation à l’ellipse , ainsi qu’on peut le 
voir d’après ce qui a été dit (38 1 ). 

Pour ramener cette équation à la formé yy 


— (\ aa — xx) avec les conditions men- 

f a v 4 

tionnées 
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lionnes (370) , il faut d’abord faire disparoîtra 
le second terme par rapport à t. C’est pourquoi 

je fais t *= y ; quarrant et substituant 


pour t 1 -|- ~ e ^j~ la valeur que donnera cette 
operation , on aiya y — J 4 - + -p- = gg ; 

mais les deux termes — -4* ^ rr~ 0 tl 

r 2 h 7 n 


g 1 r ï u I — • g* a 7 u 7 \ g’ , p 7 u 7 

— se réduisent a — ; parce 


* „ar 


que r 2 — - ç* = p i i on a donc y 1 ■+■ 


e= g 7 or quoique dans cette équation il n’y ait 
pas le second terme par rapport à u , néanmoins 
{889) comme le terme u t s’est trouvé dans 
l'équation primitive , je fais une transformation 

r • l x „ •• • t - g"p' l 2 x % 

pour u y en faisant u = — ; et j ai y 7 -f- • 


*= g r , et par conséquent , y* — - g' — 


t*h 7 n x 


ou ( divisant le second membre , par le multi- 

{ dicateur de x l , et indiquant en même temps 
a multiplication par ce même multiplicateur) 

y* = f r fi -' T Çyrp * **)• Mais comme 

nous n’avons besoinque d’une seule indéterminée 
n , je suis le maître de supposer à / une valeur 
arbitraire ; pour rendre le calcul plus simple , 
je supposerai / = r , ce qui réduira l’équation 


à y* = Ç -p- x* ^ . Pour déterminer 

l’ellipse , j’en cherche d’abord les diamètres conju- 
gués en comparant à l’équation yy = — (laa — xx) 

cette comparaison me donne — — , et \aa. 

Marine. Algebn, C c 
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A* n* i. > i. ihn „ i 

as — — , d ou i on tire a = — , et b =- 2 g. 
P P ° 

Voyons maintenant quelles en sont les direc- 
tions et quelle est la valeur de n. 

Les deux équations à construite sont donc ici , 
t + — y et u =s — = — . Pour la pre- 

t h J n n 1 

iniere , si l’on prend arbitrairement CK , et 
que l’on mene ensuite KL parallèle à PM, et telle 
que CK : KL : : rh : g q , alors les lignes QM 
comptées depuis la rencontre des lignes PM avec 
les lignes CL, seront y; en effet, les triangles 
semblables CKL et CPQ donnent CK : KL : ; 
CP : : PQ , c'est-à-dire , rh : gq : : u ; PQ 

= e ~ q ~; donc QM = PM+ PQ = t + 


Les lignes QM étant y , il faut maintenant 
que les x soient comptées sur CQ ; or l’équation 

u = ~ fait voir que les x commencent en 

même temps que les u ; donc le point C est 
l’origine des x ; donc C est le centre , et CQ 
et CH sont les directions des deux diamètres 


conjugués. Quant à la valeur de n , l'équation 

r * ryCQ j rXCQ 

u — — , ou CP — , donne n = ; 

n n , Ir 

mais CP : CQ : : CK : CL ; donc = £1 ; 


donc n = 


rxCt. 
C K J 


puisque CK est arbitraire , on 


peut le supposer = r , ce qui donne n = CL; 
on a donc tout ce qu’il faut pour construire 
l’ellipse (3x6), . 
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Application des mêmes principes à quelques questions 
déterminées. 

398. Après a voir résolu la seconde question indéterminée 
que nous nous sommes proposée ( 394 J , nous en avons fait 
usage ( 896 ) pour résoudre une question déterminée. Nous 
avons tacitement considéré cette dernière comme en ren- 
fermant deux autres, toutes deux indéterminées, et qui étant 
chacune de même espèce que la première, ont été résolues, 
chacune de la même manière. L’intersection des deux cour-* 
bes ou cercles qui étoient le heu de chacune de ces deux 
questions partielles, a donné la résolution de la question de-* 
terminée. Lorsque l’équation finale qui exprime les condi- 
tions d’une question , passe le second degré, on s’y prend 
«d’une maniéré semblable pour la résoudre. Dans les casotk 
l’on pourrait n’employer qu'une inconnue, on enemploie 
deux, et l’onchercne i formerpar les conditions de la ques- 
tion deuxéquations qui étant construites séparément, don- 
rient chacune une courbe dont chaque point satisfait à le- 

S uationqui lui appartient : si le problème estpossible, les 
eux courbes se rencontrent en un ou plusieurs points, se- 
lonquela question est susceptible d’une ou de plusieurs so- 
lutions, selon qu’elle renferme plusieurs cas dépendüns des 
mêmes données et des mêmes raisonnemens. Ces intersec- 
tions fournissent les differentes solutions de la question. 

Tant que les deux équations à deux indéterminées , na 
passeront pas le second degré, 011 volt donc que la résolu- 
tion ne dépendra jamais que de l’intersection de deux sec- 
tions coniques tout au plus. Au lieu que, dans ces même» 
cas, si on n’employoitqu’une seule inconnue, ou si pari» 
moyendesdeux équations trouvées, oncliminoit ou chas- 
soitunedesdeuxineonnues, l'équation monterait au troi- 
sième et plus souvent au quatrième degré. Mais si l'une des 
équations ou toutes lesdeux passent le second degré, alors 
la résolution dépend de l'intersection de courbes plus éle- 
vées que les sections coniques. 

Voyons d’abord quelques exemples des question* qui na 
passeraient pas le quatrième degré. 

399. Proposons-nous pour première question de trouver 
deux moyennes proportionnelles entre deux lignes dorinées a et b. 

Si je nomme t et u ces deux moy mnes proportionnel les, 
j aurai la progression f r a: t: u .b, qui me donne ces deux 
proportionsa : r : : » : u et r : 11 : : u: b,e tp - conséquent, 
ces deux équations a u = t 1 et b r — , qui toutes deux 

Ce a 

1 
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se rapportent directement à la parabole. C'est pourquoi sî 
l'on tire ( fig . 63 ) deux lignes indéfinies A Z, AX qui fas- 
sent entr’elîes un angle quelconque (pour plus de simpli- 
cité, on peut le supposer droit ) , et si sur l’une A Z comme 
diamètre et du point A comme sommet de ce diamètre , on 
constru i t (867) une parabole dont le paramétre du diamètre 
A Zsoita , et dont l’angle des coordonnées soit XAZ, cette 

{ laraboleseralolieudel’équationau “f^en sorte que les 
ignés A P étant u , les lignes P M seront t. Pareillement, 
si sur A X comme diamètre et du point A comme sommet, 
011 construit une parabole dont le paramètredu diamètre 
A X soit b , et dont l’angle des coordonnées soit XAZ, 
cette parabole sera le lieu de l’équation b r=u l , en sorte 
que les lignes A P', étant r , les lignes P ; M' seront u. Mais 
pour que la question soit résolue, il fautqueles deuxéqua- 
tions a u = / l et b t — u - , aient lieu en mémo-temps j 
c’est-à-dire , que la valeur de u, dans l’une soit la môme 

3 ue la valeur ae u dans l’autre , et qu’il en soit de même 
e t -, or c’est ce qui arrive évidemment au point M où se 
rencontrent les deux paraboles; car lesuétantcomptés sur 
A Z, et les r sur A X ou parallèlement à A X,il est visible 
que si l’on tire M Pet M' P ? parallèles à A X et A Z , la va- 
leur M P de u dans la parabole AM M' est la môme que la 
valeur A P de u dans la parabole AMM; pareillement la va- 
leur A P de r dans la parabole A M M, est la même que la va- 
leur P M de r dans la parabole A M M , et il est visible qu’il 
n’y a qu’au point M où la valeur de u étant la môme dans cha- 
cune , la valeur de /soit aussi la môme dans chacune, si ce 
n’esteependantau point A où les deux courbes se rencon- 
trent aussi. Mais comme u et r y sont zéro , il est évident 
que ce point ne satisfait pas à la question. Les valeurs de# 
et r sont donc A P et P M , le point M étant le point de 
rencontre. 

4co. Au reste, quoiqu’on puisse toujours parvenir à la 
solution en construisantséparément leséquations que l’on 
trouve, quelquefois en préparant ces équations , on peut 
trouver des constructions plus simples. Par exemple , si 
l’on ajoute les deux équations// u — t 1 et bt = u* , on aura 
au— 1- b t = u~ +/ * ; équation au cercle en supposant que 
les u et les / seront pris sur des lignes perpendiculaire^ 
entr’elles. Or quoique la parabole soit facile à construire , 
le cercle l’est encore davantage: ainsi dans le cas présent , 
jepréférerois de construire d’abord 1 équation au = r 1 seu- 
lement , cojmjne ci-dessus ; après quoi je construirois l’é- 
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«plation au cercle a u ■}• b t — u 2 +r i ; en la changeant ert 
cette autre y y = | a a -j- \bb — x x , par l'évanouissement 
des seconds tormespar rapportât et à u, en faisant r — 

= y et « — \ a = x. Alors prenant A B = * b , et tirant 
B Q parallèle à AP , j’aurois les lignes Q M pour les va- 
Jeurs de y. Prenant ensuite A O = ~ a , et menant O C pa- 
rallèle à A X , j’aurois les lignes C Q pour valeurs de x ; 
c’est pourquoi, du pointC comme centre, et du rayon \S 
J aa-î-i bb , c’est - à - dire , du rayon A C , je décrirais 
un cercle qui , coupant la parabole A M au point M me 
donnerait M P et A P pour les valeurs de / et de u. 

401. Onpeut varier beaucoup ces constructions : on peur, 
par exemple, ajouter l’unedes deux équations ,avec l’autr® 

multipliée par une quantité arbitraire n positive ou né- 
gative , ce qui donne a u H- b t = r 1 + u* , 
équation qui peut appartenir à l’ellipse ou à l’hyperbole 

selonla quantité qu’on prendra pour ~ en sorte qu’on peut 
construire avec l’une ou l’autre de ces deux courbes, comme 
on vient de construire avec le cercle. On peut même cons- 
truire avec l’une et avec l’autre, ou avec l’une seulement 

J_ 

combinée avec un cercle, et eela en donnant à n , des va- 
leurs convenables, et qui sont faciles à déterminer, d’après 
ce qui a été dit ( 392 ). 

402. Proposons-nous pour seconde question de diviser uit 
angle ou un arc donné , en trois parties égales. 

Soit E O (fig. 64 ) l’arc qu’il s’agit de diviser, A son 
centre ; imaginons que EM est le tiers de E O , et ayant 
tiré les rayons EA, M A , abaissons les perpendiculaires 
M P , O R. Les 1 ignes OR et A R qui sont le sinus et le 
cosinus de l’arc donné O E, sont censées connues , nous les 
nommons detc; et nous nommerons r le rafy on A E. Enfin 
nous nommerons u et t , les inconnues A P et P M. 

Cela posé, le triangle rectangle AP M donne u 1 + t 2 — rr. 
Et les triangles semblables AP M , ARSdonnent AP :MP: : 

A R : RS ; c’est-à-dire u : t : : c : RS = — - ■ Or sî 

u 

l’on prolonge laperpendiculaireMP jusqu’à ce qu’elieren- 

Cc 3 
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contre la circonférence en V , l’arc M V sera égal à Tire 
JV 1 Ô , comme étant chacun double de M E; donc l'angle 
OMS = AMP =*=A R S ( à cause des parallèles ) =s 
O S M. Donc le triangle S O M est isocèle , et par consé- 
quent O S = O M = M V = z t ; donc puisque O R 

c t 

es O S -f- S R , on aura d =s z t - 4 - — , ou z t u -$• 

c t = d u , ou / u Ici = \ d u. 

Les deux équations à construire sont donc u * - 4-/ 1 =r l , 
ou t' = r 1 — u 7 , et t u {et = {du. La première est 
toute construite, puisque c’est l’équation même du cercle 
EM O. 

Quanti la seconde, elle appartient à l’hyperbole (391)5 
et comme les deux quarrés manquent, i I faut, conformément 
àcequiaétéditaumêmeendroitcité , passer tousles termes 
affectés de u, dans un même membre, ce qui donne/ u — | 
d u = i — * c t i ou { d u • — t u s= {et; faisant \ d — 
t =y , et substituant pour / , sa valeur , on a uy = - — cy 
-j- Jcd, ou uy-j- t cy = J t d. Je fais ensuite u -f- * c=x, 
etj'ai xy = {c d, équations l’hyperbole entre lesasymp- 
totes , que l’on déterminera de la manière suivante. 

L’équation { d — / =y , fait voir que si par le point 
A , origine des u et des / , on mène A B parallèle à PM , 
et égale à { d , et que l’on tire QBC parallèle à AP , les 
lignes QM comptées dans un sens opposé aux PM, seront 
y ; en effet , QM = PQ — P M = A 6 • — PM 
s= f d — / s zz y ; donc C Q est la direction d’une des 
asymptotes. 

La secondeéquation u -j- = x, fait voir que si l’on 

J irolongeA P vers G de la quantité A G = i A R , 
es lignes G P ou leurs égales C Q ( en tirant G C paral- 
lèle à P M ) seront x ; donc C est le centre, et les lignes 
C Q et C G sont les asymptotes. On décrira donc par la 
méthode donnée (264) "ne hyperbole entre ces asymptotes, 
laquelle passe par le point A , ainsique l’indique l’équation 
xy= {c d = ^ c X 1 d — AG X AB =- CB x AB j cetto 
hypprbole coupera le cercle au point cherché M. 

Si l’arc E O étoit de plus de 90 degrés , son cosinus A R 
tombant alors du côté opposé, seroit négatif, il faudrait 
dans les équations ci-dessus, supposer c négatif. Etsi l’arc 
E O étoit de plus de 180 degrés, et de moins«que 270 
degrés , comme lare E O EJ O' , son sinus et son cosi« 
pus seraient négatifs; il faudrait donc changer les signes 
de ? et d dans les mîmes équations ci-dessus. 
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Si l’on prolonge G C de la quantité C G = C G; et 
C B de la quantité C B ; = C B ; et qu’ayant mené B 'A' 
et G' A' parallèles à CG 1 et C B 7 , on décrive entre les 
lignes CG' et C B' ( prolongées indéfiniment ) comme 
asymptotes, une hyperbole qui passe par le point A', cette 
hyperbole rencontrera le cercle en deux points A', M' , 
comme la première le rencontre aux deux points M et M' 7 . 
Or de cesquatre points, trois méritent d’être remarqués; 
savoir , les points M , M' et M 77 . Le premier donne l’arc 
E M pour le tiers de l’arc donné EÔ. Le second , M 7 , 
donne l’arc E 7 M 7 pour le tiers de E’ O , supplément de 
E O. Enfin le troisième, M', donne E’M” pour letiersde 
EOE 7 O', c'est-à-dire, de l’arc O Eaugmenté de lademi- 
circonférence. 


En effet, l’arc E 7 O a pour sinus et cosinus , les lignes 
R O Et A R , ainsi que l’arc E O , avec cette seule diffé- 
rence que A R considéré comme cosinus de l’arc E 7 0 plue 
grand que 90 degrés , est négatif; donc pour avoir la so- 
lution dans ce second cas, il n’y a autre chose à faire qu’à 
supposer , dans la solution ci-dessns, que c est négatif ; 
or ce changement n’affecte que la seconde équation , et 
change sa réduite xy = l 'c d , erf x y = — | cd, équa- 
tion qui appartient à l’hyperbole A' M’, et qui fait donc 
voir que la solution de cecas sera fournie par l’intersection 
M' de cette branche d’hyperbole avec le cercle. ( Nous 
verrons dans un moment, pourquoi ce n’est pas le point A’). 
P* M' est donc le sinus de l’arc cherché , dans ce secoud 
cas. Cet arc est donc E'M 7 ; c’est-à-dire, que E 7 M’, est 
le tiers de E 7 O. 


A l’égard de la troisième solution, si l’on angmente 
l’arc E O de 180 degrés ,ce qui se fera en prenant E' O 7 » 
E O ; alors l’arc E O E' O’ a pour sinus et cosinus les 
lignes R'O 7 , A R’, qui sont nécessairement égales aux lignes 
R O et A R, avec cette différence seulement que tombant 
toutes deux de côtés opposés à ces dernières , elles sont 
négatives ; donc pour avoir la solution qui convient à ce. 
cas , il n’y a autre chose à faire que de supposer c et d 
négatifs. Or ce changement n’en produit aucun dans l’é- 
quation où entrent c et d, c’est-à-dire, dans l’équationx y 
*=! c d', donc la première hyperbole doit donner , par son 
intersection M 7 7 ,ls solution dece troisième cas; donc P 7 'M 77 
est le sinus de l’arc cherché dans ce troisième cas ; cet arc 
est donc E 7 M’ 7 , c’est-à-dire , que E 7 M 77 est le tiers de 
E OE'O’. 


Ce 4 
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Ainsi la même construction qui sert I trouver le tïer< 
d’un arc donné A, sert aussi à trouver le tiers de 180 de- 
grés — A ; et le tiers de 180 degrés + A. 

On peut appliquer ici ce que nous avons dit ( 400) sur 
les diflérentes sectionsconiques qu’on peut employer pour 
construire , en combinant à volonté les deux équations en 
u et /. 

A l’égard de la quatrième intersection , nous avons dit 
quelle se faisoit au point A', ce qui est évident, puisque 
l’hyperbole est assujettie à passer par le point A', qui est . 
déterminé on faisantB’ A’ = A B ; et B ; C = C B , ce qui 
fait voir que A R’ = A R et R/ A’ ^ RO ; donc le point A’ 
appartient à la circonférence. Mais il ne donne point une 
nouvelle solution, puisqu’il est connu et déterminé par 
des opérations indépendantes des équations qui ont donné 
la solution. 

403. Si de l’équation a nrfc» = d u , trouvée ci-des- 

sus , on tire la valeur de t , pour la substituer dans 
l’équation u dr t" 1 — r £ , qu’on a euè en même temps, on 
aura, après avoir mis pourc' 1 -bd 2 ,sa valeur r 1 , transposé 
et réduit, 4 e 4 + 4 c u 3 r 1 u. — l^cn u — r* c* — o , 
ou 4 u * ( u+c ) — 3 r 1 u ( u *{■ c ) — c r' , -f-(u + c) s= o, 
qui étant divisé par u + c , donne 4 « ? — 3 r* u — c r* = c , 
équation qui doit renfermer les trois casque nous venons 
d’examiner : elle doit donc avoir trois racines ; or la 
construction fait voir que u a en effet trois valeurs ; sa- 
voir , AP , A P' et A P" ; et ces deux dernières tombant 
de côtés opposés à la première , on voit que cette équa- 
tion a trois racines ou valeurs d eu, dont deux sont né- 
gatives ; savoir, u *= — A P', u = < — A P" , et la troi- 
sième positive , savoir A P. 

404. L’équation 4 — 3 r* « — c r 3 — o, ou u } — 

^ r’u — ] c r* = o,est dans le cas irréductible ; et ses 
racines étant le cosinus de i EO | , ( i8cd — EO ), | 

( i8od -+- E O ), on peut donc , par le moyen des tables t 
des sinus, trouver les trois racines d’une équation du troi- 
, sième degré, dans le cas irréductible, par une approxi- 
mation suffisante etprompte ; en voici la méthode. Repré- 
sentons toute équation du troisième degré dans lecas irré- 
ductible , par l’équation u 5 — pu- q = o ; en compa- 
rant à l’équation u s ^ r 2 — u •— | cr z — o , nous aurons — | 
c r* 

r 1 =s • — p , et — s=s q j de la première de ces 

4 

deux dernières équations, on tirer = y j p ; et do U 
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seconde, c = — — . Représentons par R le rayon 

F 

des tables : alors nous aurons le cosinus de 1 arc EO, tel 
qu’il est dans les tables , si nous calculons le quatrième 

3 q 

terme de cette proportion r:cou / ? p : :: R :aun 

F 

3 ÿ R , 

quatrième terme; ce quatrième terme, savoir * 

, PK î P 

étant cherché dans les tables, donnera le sinus du complé- 
ment de l’arc EO; c’est pourquoi ajoutant go degrés au 
nombre de degrés que l’on trouvera , ou au contraire , 
retranchant ce nombre, de go degrés , selon que q sera 
positif ou négatif dans l’équation , on aura l’arc E O , 
que je représente par A ; on cherchera donc dans les mêmes 

. . . . . . A i8od — A i8ciH-A 

tables, les cosinu» des trois arcs -y > ^ ,et ^ ; 

et pour les réduire au rayon r , on multipliera chacun 

JL . V ( ? P ) 

par R , cest-à-dire , par R , puisque pour y 

A 

réduire, patexemple, cos. "3 ’ pris dans les tablas , ilfaut 

A_ 

faire cette proportion R : cos. 3 : : r : estau cosinusdu 
même arc dans le cercle qui a pour rayon r , c.’est-à-dire , 
est à A P ou u ; les trois valeurs do u seront donc 

y y P A V t F 1 — -A , 

R 3 R 3 

"J/ ? p i8cd + A ,, 

et u = - ^ r cos. ; telle est 1 expression 

des valeurs absolues de u ; mais ce qui a été dit ( 4 c 3 ) 
fait voir que eu égard à leurs signes, les valeurs ,de u 

Vi P A V% p 180 0 — A ' 

sont u = cos __ ; u ss;— « : ; r cos ~ — ; et u =3 

H 3 R 3 

— ~ "p ^ cos ^ ô^ ~ ~ » va l eurs °ù il faudra observer de 
R 3 

changer le signe de colles dans lesquelles l’arc 

A 180 0 — A 180M-.4 o n 

f~ , ou ^ , ou — x passera po°. Un peut 

O o 

faciliter ces opérations par le moyen des logarithmes. 
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4o 5. Proposons-nous maintenant cette question plus gé- 
nérale que celle quo nous avons résolue (274) ;d’un point 
D ( fig. 65 ) donné de position à l'égard des deux lignes AK, 
A P qui font entr' elles un angle connu , mener la ligne D P de 
manière que sa partie interceptée R P soit égale d une ligne 
donnée l 

Dupoint D menons la ligne D S perpendiculaire à A P 

P rolongée , et la ligne D O parallèle à A R ; menons aussi 
u point R la ligne R N perpendiculaire à A P. Les lignes 
D O, DS, O S et A O sont censées connues , tant à 
cause que la position du point D est supposée connue , 
que parce que l’angle RA P ou son supplément R A N 
égal à D O S est supposé connu ; c'est pourquoi nous 
nommerons DO, r; D S, p ; O S , f ; A O , d ; et la 
ligne à laquelle R P doit être égale , c. Enfin nous nom- 
merons u et r, les inconnues AP et A R. 

Ceh posé , les triangles semblables D S O, R N A 
donneront DO: DS::AR: RN,etDO:OS:: AR: 


A N ) c’est-à-dire , r : p : : t : R N sss 


P 


-.«t r:q: 


t 1 AN = t ~ ; par conséquent , N P = — ' - + u ; 
r r 

or le triangle rectangle RNP, donne R N 1 -j-NP* 

= RP 1 ;* c’est-à-dire , ‘LUI -j. -j- « “ + 

r r r 

■p 

<— ss c c , ou ( à cause que p z -f- q 1 = r* ; dans le 

2 r 

triangle rectangle D S O ) r* -f- 2 JLf_L -}- u a = c e. 

r 

Mais comme nous avons deux inconnues, il nous faut 
deux équations ; or les triangles semblables DOP,RAP 
donnent DO : R A::0 P: A P ; c’est-à-dire r : t : : d 
— f- u : h, et par conséquent , r u = t d -f- « /. Ce sont-là 
les deux équations qu’il faut construire pour résoudre la 
question. La première ( 38 1 ) appartient à l’ellipse, et la 
seconde à l’hyperbole. 

Pour construire la première, je fais r-f- -Î-JL =s y ; en 

opérant comme dans les exemples semblables ci-dessus» 

] aurai y y — -| - «# = c c , [ ou à cause que — 

r r 
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c f “JL _i UU ^I-EJL1 ^ 

\ r r 7 


U U 


r r 


x ( 324) ; et 


y jr -f- PP UU s— c c . J© fais u = - 

TT 

j’ai y y -j- P P 11 x x — ce, ou ( parce que je puis suppo- 


r r n n 


ser arbitrairement une valeur à l’une des deux indétermi- 


nées / et n ) faisant l~r,yy~cc 


PP xx __ p p 


n n> 


n n 
b b 


( J J n . - — xx ). Comparant àl’équationyryr ■ 

( l aa — xx), on trouvera que les deux diamètres conju- 
gués a et b sont a = — - — , etb = 2 c. Déterminons leur 

p 

position et la valeur de n j mais pour mieux sentir I usage 
de cette construction concevons auparavant, quedonnant 
successivement A uouAP plusieurs valeurs, on mène pa- 
rallèlement! A R , les lignes P M égales aux valeurs cor- 
respondantes de t , ce nui produira la courbe dont l’équa- 
tion nous occupe actuellement. Cela posé, ayant pris arbi- 
trairement A K sur A P, et mené K L parallèle à P M , 
et qui soit à A K : : q : r , on aura Q M = P M -|- 

P Q = r -j — ^ A cause des triangles semblables A K L 

r _ 

et A P Q ; donc Q M =• y; A Q est donc la direction 
d’un des diamètres , et les x doivent être comptées sur ce 

diamètre ; or l’équation u = — x = — x , 

fait voirqueles x commencent en même temps que les u ; 

donc lesxsont AQ. Cela étant, l’équation u= — — , devient 

i a „ r y A Q r X A Q 

donc AP = — qui donne n *= — r-r — 

n Air 

ouAP:AQ::r:nj c’est-à-dire , A K : AL : : r : " > or 
comme A K est arbitraire , on peut le supposer — r , et 
l’on aura, par conséquent n = A L. 

Il ne s’agit donc plus que de construire ( 3 i 6 ) une 
ellipse dont les diamètres conjugués fassent entr’eux un 
angle égal à A Q M , et dont celui qui a A Q pour 

direction soit == ---- " , et l’autre qui a A R pour direc- 
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tion , soit — 2 c. Cotte ellipse sera le lieu de la première 
équation. Mais on peut remarquer en passant , que cette 
ellipse est précisément celle qua décrirait le milieu d'une 
ligne égale à a R P , glissant le long des côtés AP, A R ; 
c’est ce dont il est aisé de se convaincre , en comparant 
avec la solution donnée (397) et y supposant g = À=c. 
Quand l’angle RAP est droit , l’ellipse devinent un cer- 
cle dont le rayon est c. 

Il ne reste plus qu’à construire la deuxieme équation ru 
= + ou r u — u t *= d t. Or selon les principes 

précédons, je faisr — t = y’ ; et ensuite u -j- d — x’, ce 
qui change cette équation en x'\’=rd ; équationà l’hy- 
perbole entre ses asymptotes. On prendra donc, en vertu 
de lequation r — t — y 1 , sur A R la quantité A T — r — 
OD , c’est-à-dire que par le point D on tirera DTV pa- 
rallèle à A P : alors les lignes V M seront y' en les comp- 
tant de V vers M, c’est-à-dire ,’dans un sens opposé à P M j 
car V M =f= P V — PM=r — t : donc V M = y’. 
Ensuite , en vertu de l’équation u -f- d = x ' , on pren- 
dra O A = d , c’est-à-dire , qu’on mènera par le point D 
Ja ligne D O parallèle à A T j alors les lignes D V seront 
x ' , puisque D V “ OP = O A -f- A P = d -J- u. On 
construira donc (.364) entre les lignes D OetDV, comme 
asymptotes, une hyperbole qui passe par le point A, puis- 
qu’on a x' y' = ri=AOxAT; cette hyperbole ren- 
contrera l’ellipse aux deux points M et M’ , par lesquels 
menant M R et M R' parallèles à A P , on aura deux points 
R et R' , par lesquels et par le point D , tirant D R P et 
D P! R', les parties P R et P' R' interceptées dans les an- 
gles égaux RA P , R' A P’ seront égales à la ligne c. 

Sien prolongeant les asymptotes, on décrit l’hyperbole 
opposée (fig- 66 ) M"A’ M' 1 ', dans le cas où elle rencon- 
trera l’ellipse , elledéterminera deux nouveauxpointsM ,> , 
M''', par lesquels menant des parallèles à A P , on aura 
sur A T deux nouveaux points R" , R'' 1 , par lesquels et 
par le point D tirant deux lignes , les parties comprises 
clans l’angle TAS seront aussi égales à la ligne donnée c. 
Telle est en général la manière dont on doit s’y 
prendre pour résoudre les questions déterminées , qui 
n’excéderont pas le quatrième degré. 

406. Si l’on avoit résolu la question sans employer deux 
inconnues , on pourrait néanmoins faire usage de lamém* 
méthode 3 eu introduisant une nouvelle inconnue. 
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Par exemple , si l’on proposoit de trouver un 
$ube qui soit à un cube connu a’ , dans un rapport 
donné , marqué par le rapport de m à n. En 
nommant u le côté de ce cube , on auroit u* : 
a ! : : m : n et par conséquent n m 5 == m a\ 

Pour construire cette équation , je supposerons 
w* = a t ; alors l’équation se changeroit en 

ma 1 T 

natu == ma 3 , ou t u = — . Je construirais 

Tl 

donc la parabole qui a pour équation u 1 - — • 

et l’hyperbole qui a pour équation tu = - — 

Tl * 

L’interfection de ces deux courbes me don- 
neront les valeurs de u et t. 

Si l’on multiplie par u l’équation tu — — 

et qu’on y substitue de nouveau pour u* sa valeur 

, ma 1 !/ ma 

a t , on aura at a — , ou t 1 = — a , autre 

n n ’ 

équation à la parabole , que l’on peut construire 
conjointement avec l'équation u 1 — at. On peut 
remarquer en passant que ces équations sont 
les mêmes qu’on auroit en cherchant deux 

moyennes proportionnelles entre a et — ; ainsi 

n 

on peut construire précisément de la même 
maniéré qu'on l’a fait (399). 

407. L’équation nu 5 = ma 1 ; donne u = 

O y 

0 ma 3 . , ! 

J/— ; on voit donc que la construction des 

radicaux cubes , se fait par le moyen des sections 
coniques. Il en est de même des radicaux qua- 
trièmes , lorsqu’ils renferment des radicaux 

cubes , comme V' a ' VTb x car s’ils ne ren- 
fermoient que des radicaux quarrés comme 
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donne à u successivement plusieurs valeurs A P 
AP, etc. ( Fig. 67), et que l'on porte * les 
valeurs correspondantes de t (qui seront faciles 
a voir , puisque t ne monte qu'au premier degré ) 
en PM , PM , sous un angle quelconque , que 
pour plus de simplicité on peut supposer droit , 
il en naîtra une courbe. Or pour savoir ou cette 
«ourbe rencontre l’axe A P , il faut supposer 
que t = o , ce qui donne u * — au 3 -4- p au 
— q - o , c est-a-dire , 1 équation proposée ; 
donc les distances AO , AO' , AO" auxquelles 
la courbe rencontre l’axe , seront les differentes 
valeurs de u. 

Mais si au lieu de calcul on veut une cons- 
truction, cela sera fort aisé en donnant à l'équa- 
tion cette forme r = ^ •— 

la construction de chacun des termes ~ , - , €! 

pour chaque valeur de u donnée en lignes*, est 
facile , et s'exécute par ce qui a été dit (246'. 

410. Quand il entrera plus d'une inconnue 
dans la question, on pourra ramener la cons- 
truction à celle que nous venons de donner • 
en réduisant toutes les inconnues à une seule * 
par la méthode donnée (162 et suiv.) 

41 1. Si la question est indéterminée , et que 
1 unè des deux indéterminées qui entreront dans 
1 équation , ne passe pas le second degré , on 
pourra toujours construire l’équation , à quelque 
degre que monte 1 autre indéterminée , en don- 
nant à cette autre indéterminée des valeurs arbi- 
traires , et calculant les valeurs correspondantes 
de la première ; faisant de celles-là les abscisses 


* En observant de porter de côtés opposés de l’axe 4P 
C«Ue* qui se trouveront avoir des signes contraires. 
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et de celles-ci les ordonnées d’une courbe. Mais 
si les deux indéterminées passent toutes deux 
le second degré , alors il faudra pour chaque 
•valeur que l’on donnera à une des indéterminées , 
trouver les valeurs de l’autre , par la méthode 
que l’on vient de donner. Nous n’entrerons pas 
dans un plus grand détail sur les constructions de 
cette derniere espece qu’on rencontre d’ailleurs 
assez rarement. 

412, Avant de terminer cette troisième partie, 
nous ferons encore remarquer quelques usages 
de l’application des équations aux courbes. Puis- 
que toute équation à une section conique est 
toujours du second degré , et que l’équation la 
plus générale de ce degré peut toujours être 
réduite à cette forme dt 1 -f- eut eu 1 + /' 

gu h — o y il s ensuit qu on peut toujours 
faire passer une section conique par cinq points 
donnés , pourvu que ces points pris trois à trois , 
ne soient pas en ligne droite , parce qu’une sec- 
tion conique ne peut rencontrer une ligne droite 
en plus de deux points. 

En effet , concevons que A , B , C , D , E 
(%. 68.) soient cinq points donnés et qui 
aient cette condition : si l’on rapporte ces cinq 
points à la ligne AD qui joint deux d’entre eux , 
en menant les lignes B F , CH , EG sous yne 
angle donné , ou perpendiculaires à AD , alors 
les distances AF , BF , AG , GE , AH , HC , 
AD , qui sont censées connues , peuvent être 
regardées comme les abscisses et les ordonnées 
d’une ligne courbe. Or je dis qu’on peut toujours 
supposer que cette ligne courbe a pour équation 
dt z + c u t + eu * -f- ft -f- eu h ~ o ; en 
effet si l’on nomme AF, m ; BF, n\ AG; m' ; * 
GE , n' ; AH , m" ; CH , n ,} , et AD , m ,h ;; 

U 
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ti ÈSt visible que , 1.? pour le point A , on aura 
u = o , et t = o , ce qui réduit 1 équation à 
h '== o. 2.° Pour le point B on aura u — m et 
t = n; ce qui change 1 équation en dm'~ -f- 
cmn + en 1 -f> fm 4~ gti — o , (à cause que 
c.= ô 3.° Pour le point E , on aura u = m' t 
h— h 1 , et par conséquent, dm' 1 -t- cm' n' 
Y en!' + fm 1 + gn! = o. 4. 0 Pour le point G 
on trouvera de même dm- 11 + cm' 1 n" -p en 1l% 
+ fm 1 ' + gn n = o. 5.° Enfin pour le point D , 
ou 1 — o et u = m'" on aura em f,,1 ‘ -Y fm'* 
s= o , ou simplement em J// -Y f — o. Or ces 
quatre équations renfermant toutes les quantités 
c , e , y*, g y au premier degré , il sera facile , 
par les méthodes de la première section , d’en 
avoir les valeurs ; alors en les substituant dans 
l’équation dt l -f- eut + eu 1 + ft -f gu -f- 
h s= o , ou plutôt dans l’équation dt' Y eut + 
eu' \ ft Y S u Œ 0 > (puisque h e— o) , on 
aura c , e , f, g , en quantités toutes connues , 
et l’équation se divisera par d. Il sera donc alors 
facile de construire la courbe , et de déterminée 
si elle est ellipse , hyperbole , parabole ou cercle. 
Si l’on ne donnoit que quatre points , alors un 
des coefficients seroit arbitraire ; ce qui donne 
lieu d’imposer arbitrairement une condition , et 
deux , si l’on ne donne que trois points , et ainsi 
de suite. 

On distingue les lignes par le degré de leur 
équation. Ainsi la ligne droite , dont l’équation 
n’est que du premier degré , est ligne du pre- 
mier ordre. Les sections coniques sont les lignes 
du second ordre. 

On voit donc qu’onpeut', par la même méthode, 
déterminer l'équation d’une ligne du troisième 
ordre , qu’on assujettiroit à passer par autant de 
Marine» Algèbre, Dd 
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points moins un , que 1 équation generale de 
cet ordre , à deux indéterminées , peut avoir 
des termes différents : il en est de même dans 
les ordres Supérieurs. 

41 3 . Cette même méthode peut Servir k lier, 
par une loi approchée et simplè , plusieurs quan- 
tités connues dont la loi seroit ou trop composée, 
ou inconnue. Supposons , par exemple , que 
l’on commisse trois quantités que je représente 
par les lignes CB , F.D , GF , {jig* 69. ) et 
que ces quantités dépendent de trois autres , AB, 
AD , AF. Il s’agit de trouver une quantité Hï 
intermédiaire aux . premières , ou qui en soit 
voisine , et qui dérive de AH de la même ma- 
niéré que CB, ED, ètc. dérivent de AB, 
A D , eje. 

On peut satisfaire à cette question d’une infi- 
nité de maniérés différentes , en prenant une 
équation à deux indéterminées u et t qui ait au 
moins autant de termes différens qu’il y* a de 
quantités, telles que CB, ED, GF. Mais 
entre tous ces différens moyens , celui qui donne 
plus de facilité pour les différens usages qu’on 

Î >eut faire de cette méthode , est de regarder la 
igné I H comme l’ordonnée , et la ligne A H 
comme l’abscisse d’une courbe qui passeroit pat 
les points donnés C , E , G , etc. et qui auroit 
pour équation celle-ci , t ~ a bu -j- eu 1 
4 - etc. en prenant autant de termes que l’on a 
de quantités ou de points C , E , G ; et alors sup- 
posant comme ci-dessus , que u valant AB, t 
vaut CB ; que u valant AD , t vaut DE ; que 
u valant AF , t vaut GF , et ainsi de suite , on 
aura autant d’équations pour déterminer a , b , 
c , etc. qu’on a de points. Ayant déterminé les 
valeurs de a , b , c , etc. si on les substitue dans 
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ïequâtion r s*s a + bu -+- cu z , etc. on aura une 
équation dans laquelle tout sera connu , excepté 
u et t. donc on met pour u la distance connue 
AH, qui coAvient à la quantité Hï que l’on 
cherche , alors on aura la valeur correspondante 
de t , c’est-à-dire , HI. 

On voit par-là , la confirmation de ce que 
nous avons dit (282). En effet , si l’on vouloit 
imiter le .contour A B C D E F {fie;. 70. ) 011 
abaisseroit d’un certain nombre de points de ce 
contour , des perpendiculaires sur une ligne 
déterminée X Z ; puis par la méthode qu’on vient 
de voir , on détermineroit l’équation d’une courbe 
qui passeroifpar tous ces points , et dans laquelle 
t - étant au premier degré , u montât à un degré 
marqué par le nombre de ces points moins un ; 
alors cette équation serviroit à déterminer de* 
petpendiculaires intermédiaires qui approcheraient 
d’autant plus de véritables , qu’on aura pris 
d’abord un plus grand nombre de points A , B , 
C , D , etc. 

\ • Appendice . 

414. Nous nous étions proposé de faire entrer 
dans ce volume plusieurs autres- objets ; mais 
pour ne point passer de justes bornes , nous 
sommes obligés de les renvoyer au suivant. 
Cependant nous placerons encore ici quelques 
propositions dont nous aurons occasion de faire 
usage par la suite * et dont quelques-unes nous 
serviront à démontrer la réglé que nous avons 
donnée {Géoni. 36 1 . Question VI.) pour trou-* 
ver les angles d’un triangle sphérique * lorsqu’on 
en connoît les trois côtés. 

■416. RappellonS-nous {Géom. 284, 28.6 et 
278.) que si a et b représentent deux angles 

Dd à 
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ou deux arcs , on a sin ça + b ) =3 co ^~^ _j in . h a i f 

et ces O S) = <*<»»♦.—«*».««*■♦ , i u (en 

supposant pour plus de simplicité que r = î ) 
1 .° sin (a à ) s— rm a cos b -+- J?rt 3 cos a. 

2° cos (a _j_ b ) — éaj a cw A — sin a sin b. 

3 . ° sin ( a b) z±~ sin a cos b — sin b cos a. 

4 . ° cos (a b) = cos a cos b -f- sin a sin b. 

o. la/z# a = = en supposant 

0 — coî a coî 8 r - r 

toujours le rayon = 1 , comme nous le ferons 
dorénavant. 
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. cot a à*=t - — . * 

sin a 

41 6. Cela posé , si l’on divise la valeur 
de sin (a -+- b) par celle de cos (a b) , on 

aura Z (a +T) » c ’ est - à - dire » tan g (a “h &) 

sin a sin b 

sin a cos b sin b cos a i cos a cos ' 

' cos a cos b 


sin a sin b 


I • 


sin a sin b 


(endi* 


cos a cos b 

visant le second membre , haut et bas , pat 

(cos a co s b ) , donc tang (a-t-b) = h 

Si au contraire on divise la valeur de cos 

( a -+- b) par celle de sin (a b) , on aura 

cos ( a 4- è ) / , >, cos a cos b 4- sin b cos a 

- — ~ — J— eu cot ( a -b b ) — = — ti — > 

sin ( a -j - ^ \ V - ' sin a cos b -f* sia b cos a 

ou en divisant haut et bas par sin a co s b % 

cos a sin b 

sin a cos b cot a — rang b 


cot (a -f- b) — 


I + 


sin b 


cos a 


l cot a rang b * 


sin a cos b 

Si l’on divise de même la valeur de sin 
(a — £) par celle de cos (a — b) et celle de 
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cos ( a — b) par celle de sin ( a — b) , on 
aura , en opérant de même , tang ( a — b ) = 

tang a — > tans b , , t s cot a - 4- tang b 

—r i" > et cot (a •+• b ) — — 

l t tan g a tang b v i — cot a tans b 

4 iy. Les valeurs de sin (a b) , cos (4 b ) , 
rang- (a -+- 3 ) que nous venons d’exposer, 
peuvent servir à trouver facilement les sinus , 
cosinus et tangentes dépares multiples d’un arc 
donne , et par conséquent les équations qui ser- 
viraient à diviser un angle en plusieurs parties 
égales. Il n’y a qu’à supposer successivement b 
— a , ~ 24 , ^ 3 a ; et ainsi de suite. 

Par exemple ; en supposant b a , on aura 
sin za e=£ zsin a cos a , et cos za = cos a cos 
a — sin a sin a =*» ços 1 a — sin' a — i — 
2 sin 1 a (en mettant pour cos s a , la valeur x — 
sin 1 a ) En supposant & = a« , on aura xm 3a 
t= Jz« a car 20 -f jzVz 2a coj a , et coj 3a = cos 
2a cos a — sin 2 a sin, a. Or les deux équations 
précédentes donnent les valeurs de sin za et de 
cos 2a ; si donc oncles substitue dans celles-ci , 
on aura les valeurs de sin 3 a et cos 3 a exprimée^ 
par les sinus et cosinus de l'arc simple a. On trou- 
vera de même celles de sin 4 a et cos 4 a ; sin Sa 
et cos Sa , et ainsi de suite. On s’y prendra de 
même pour ’ avoir tang za , tang 3a , etc. en 
employant la formule qui donne tang ( a -f- b ) , 
et supposant successivement b e*= a , =24 
5 = etc. 

418. Si Pon ajoute ensemble la valeur de sin 
( a -f- b) et celle de sin ( a — b ) on aura sin 
<«+■*) + sin ( a — b) 2 sin a cos b , et par 
conséquent sin a cos b =a f sin (a b) -{- f sin 
(a — b). En ajoutant pareillement la valeur de 
cos (a + b) avec celle de cos (a — b) r on trou- 
vera a cos 4 cos b sssj cos (a -f b ) , f cos (a— 'b), 
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«u , en faisant za = m , cos mrs=i 2 sin s m , 
donc sin' î m == » — h cos m , et par con- 
séquent on peut , au lieu de siri 1 f AE , mettre z 
— z cos AE on aura donc x i cos AE , i-=; 
siri 1 AB X siri 1 \ ABC ; or ( Georn . 35?. ) on a, 
dans le triangle ABC , cos BD : cos CD ou cos 
(BC — BD) : : cos AB : cos AC ; c'est-à-dire , 
cos BD : cos BC cos BD -4- sin BC sin BD 
cos AB : cos AC , et par conséquent cos BD 
cos AC = cos AB cos BC cos BD 4- cos AB 
sin B C sin BD, d’où l’on tire sin BD - 
cos B D cos A C — cos A B c os B G cos b P Par le 
cos A B sin BC 

même principe* on aura dans le triangle BAL, c os 
BD : cw DE ou cos (AB -BD) : : cos AB : cos AE ; 
c’est-à-dire , cos BD : cos A B ; cos BD 4 ~ sin AB 
sin BD : : cos AB : cos AE ; donc cos BD cas 
AE ■= cos AB cos AB cos B D 4 - coi AB 
sin AB sin BD, don l’on tire sin BD — 
cos BD cos AE — cos' AB cos BD, égalant c^s 
cos A B sin A B. 

deux valeurs de sin BD , et supprimant ensuite 
le facteur commun ' c ' g ~~rjï on aura a P res °P^' 

rations ordinaires , cos AE 

sin A B cos A C — cos A B sin A B cos BC \- cos' 1 A B sin BC . 
sin B C. 

substituant cette valeur dans 1 équation i 
cos AE s—? sm~ AB sin" ^ ABC , on aura x 
sin AB COS AC 4- cos AIT sin AB cos BC — cas' AB sin BC 
2 Sin B G 

= sin* AB sin* f ABC ; chassant les dénomi- 
nateurs , et mettant ensuite dans sin BC cos z 
AB ou sin BC ( 1 — cos 1 AB) , au lieu de — cw* 
AB , sa valeur sin AB , et divisant ensuite par 
sin AB , on aura sin BC sin AB cos AC 4- 
ççs AB cç s — *-> 2 sin AB si/i BC un , AuC > 


Digitized by Google 



4H Cours de Mathématiques; 
or ( 4 1 5 ) cos AB cos BC 4 * sin BC sin AB = cos 
( BC — AB ) ; donc cos ( BC — AB ) — cos 
'AC = 2 sin AB sin BC sin 1 £ ABC ; mais (419) 
cos (BC — AB) — cos AC = 2 sin (£ AC 
4- î CB — i AB ) sin (i AC — J BC f t AB) 
qui est la même chose que < 

ssh Q A C + ‘ BC+ J- A B — AB) sin({ AC+-Î BC+ -J AB — BC) 
ou (en nommant S la somme des trois côtés) , 
la même chose que 2 sin ( \ S — AB) X sin 

(» S — BC); donc 2 sin (J S — AB) X sin 

OS — BC ) =5 2 sin AB sin BC sin 1 i ABC , 
d'où après avoir divisé par 2 , on tire sin A B 
X sin BC : sin (i S — AB) X sin^ ( i S — BC ) 

: : 1 ou r 1 : sin 1 J ABC ; ce qui donne , en 

employant les logarithmes , la réglé qu'il s’agi&sotç 
4e démontrer. - *• 

F I N, 
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